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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность и степень разработанности темы исследования.
Исследование взаимосвязи химических реакций и конвективного движе­

ния жидкости мотивируется двумя глобальными причинами. Первой причиной
служит бурное развитие представлений о структурообразовании в сложных
нелинейных системах, начавшееся в середине прошлого столетия. В про­
странственно распределенных средах выше порога устойчивости, как правило,
наблюдается нарушение симметрии основного состояния, сопровождающееся
всё более сложным поведением. Хорошо известно, что в этой области суще­
ствует несколько фундаментальных проблем: отбор волновых чисел, явление
гистерезиса, поиск универсальных сценариев перехода к хаосу. Наглядным
примером сложного пространственно-временного поведения сплошной среды
служит конвективное движение жидкости. Стандартное описание конвектив­
ных явлений в рамках полевой теории требует рассмотрения взаимодействия
двух полей: одно из них — скоростное (векторное), а второе — тепловое (ска­
лярное). Как известно, поле температуры играет принципиальную роль в
возникновении тепловой конвекции, так как именно его неоднородности приво­
дят к вариациям плотности и развитию неустойчивости жидкости. Специфика
хемоконвективных систем заключается в том, что дополнительные скаляр­
ные поля, описывающие концентрации растворенных веществ, вступающих в
реакцию, принципиально отличаются от поля температуры. Неустойчивость,
генерируемая теплом, как правило, имеет глобальный для данной системы ха­
рактер. В классических задачах конвекции тепло поступает в систему либо
при нагреве со стороны границ, либо в процессах тепловыделения/теплопо­
глощения в среде. В последнем случае постулируются универсальные правила
для всей среды сразу, что также делает эффект глобальным для системы.
Химические реакции подразумевают наличие сразу нескольких скалярных
полей, которые непрерывно испытывают локальные превращения, что непо­
средственно влияет на локальное значение плотности. Важно отметить, что
возмущения концентрационных полей являются долгоживущими на фоне вари­
аций теплового поля, так как типичное значение числа Льюиса для жидкостей
∼ 102 (диффузия тепла происходит на два порядка быстрее диффузии веще­
ства). Поэтому локальные тепловые возмущения, которые всегда сопровождают
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экзо- и эндотермические реакции, не могут конкурировать с возмущениями
концентраций. Все перечисленное указывает на то, что химические реакции
открывают для исследуемой системы новые степени свободы, которые могут
привести к еще неизвестным эффектам в теории конвективной устойчивости.
Вторую важную мотивацию обеспечивают технологические приложения. Во­
прос о возбуждении или подавлении движения жидкости в реагирующей среде
в промышленных условиях представляет собой комплексную задачу исследо­
вания множества возникающих природных процессов. Например, химические
реакции могут сопровождаться изменениями исходных физических свойств
жидкости. Локально воздействуя на концентрационные и температурные поля,
реакция способна инициировать макроскопическое движение и осложнять его
динамику более тонкими эффектами, связанными с зависимостью диффузии
компонентов от концентрации, вязкостью растворителя, вариациями коэффи­
циента поверхностного натяжения. В свою очередь течение жидкости может
существенно изменять скорость реакции за счет перемешивания реагентов.
Область применения данных эффектов включает процессы хемосорбции при
захвате CO2, нефтепереработку, сепарацию руд. В качестве отдельной перспек­
тивной отрасли выделяются химические микрореакторы проточного типа, где
отыскание оптимального способа перемешивания реагирующих компонентов яв­
ляется ключевой проблемой.

Зачастую в таких устройствах используется квазидвумерная конфигура­
ция Хеле-Шоу, что объясняется удобством регистрации тепловых и концен­
трационных полей интерферометрическими методами. Теоретическое описание
течения также существенно упрощается в приближении Хеле-Шоу за счет
исключения одной из пространственных координат. Однако даже в этом
случае система в условиях протекания химических реакций может иметь
обширный диапазон сценариев эволюции. При наличии макроскопического дви­
жения всегда существует характерный пространственный масштаб, который
определяется вязкой диссипацией. В многокомпонентных средах образование
пространственных структур происходит с участием механизма диффузии. Ко­
нечное расстояние, на которое молекулы могут диффундировать прежде чем
вступят в реакцию, также навязывает системе характерный пространственный
масштаб, который определяется кинетикой реакции. Различия соответству­
ющих масштабов могут приводить к таким нетривиальным эффектам, как
формирование зон с локально неустойчивой стратификацией по плотности. Та­
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ким образом, дополнительный источник энергии в виде химической реакции
расширяет спектр возможных типов поведения и увеличивает число управля­
ющих параметров системы.

Многообразие наблюдаемых явлений зачастую не допускает описания в
рамках единого подхода и требует разработки конкретных моделей в зависимо­
сти от типа реакции и условий ее протекания в жидкой среде. В исследованиях
хемоконвективных течений Хеле-Шоу особую роль играют двухслойные систе­
мы, в которых процессы реакции-диффузии-конвекции сильно отличаются по
характеру в случае смешивающихся и несмешивающихся растворов. Несмотря
на то, что данная конфигурация широко освещена в литературе, классифика­
ция возможных типов неустойчивости не является исчерпывающей и до сих
пор пополняется режимами, теоретическое объяснение которых опирается на
свойства конкретных реагентов. Зачастую такое объяснение позволяет не толь­
ко выявить особенности динамики рассматриваемого режима, но и расширить
общие представления о структурообразовании в гидродинамических системах.

Наконец, стоит отметить, что значительное число работ по двухслойным
системам реагирующих жидкостей посвящено рассмотрению неустойчивости в
статическом поле тяжести. Это можно объяснить удобством проведения ла­
бораторного эксперимента и простотой численного моделирования, однако с
точки зрения приложений более перспективным является переменное инерци­
онное поле. В частности, поле центробежной силы меняется с расстоянием до
оси вращения и может непосредственно контролироваться величиной угловой
скорости, что увеличивает число степеней свободы системы и позволяет эф­
фективно управлять течением. К настоящему времени подобные исследования
слабо представлены в литературе. С учетом наметившейся в химической про­
мышленности тенденции к активному управлению, последнее обстоятельство
также подчеркивает актуальность диссертационного исследования.

Целью работы является исследование конвективной неустойчивости, вы­
званной протеканием химической реакции в системе растворов, помещенных в
ячейку Хеле-Шоу и находящихся под воздействием различных силовых полей.
Для достижения цели были решены следующие задачи:

1. Исследована устойчивость, структура и эволюция конвективных дви­
жений в системе несмешивающихся реагирующих растворов, помещен­
ных в вертикально-ориентированную ячейку Хеле-Шоу в поле тяжести.
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2. Исследовано влияние силы Кориолиса на структуру и устойчивость
течения в жидкости при протекании реакции нулевого порядка в ячейке
Хеле-Шоу.

3. Исследована устойчивость, структура и эволюция конвективных дви­
жений, вызванных реакцией нейтрализации второго порядка в смеси,
помещенной в ячейку Хеле-Шоу в поле центробежной силы.

Научная новизна:
1. В задаче о движении растворов с межфазной границей в поле тяжести

применяется новый подход, основанный на учете производства раство­
рителя в реакционной зоне.

2. В рамках данного подхода описан режим конвективной неустойчиво­
сти, демонстрирующий тенденцию к пространственной локализации
последовательности вихревых структур с растущим аспектным отно­
шением.

3. Показано, что корректный вывод уравнения движения в приближениях
Хеле-Шоу и Буссинеска приводит к появлению слагаемого, отвечающе­
го за плавучесть элемента среды, вызываемой силой Кориолиса.

4. В рамках изучения эффекта плавучести Кориолиса решена задача о
конвективной устойчивости жидкости с внутренней генерацией компо­
нента переноса во вращающейся ячейке Хеле-Шоу.

5. Исследованы режимы конвекции при центрифугировании реагирую­
щих растворов с концентрационно-зависимыми законами диффузии;
выявлены условия существования режимов в зависимости от началь­
ных концентраций, величины перегрузки и расстояния от поверхности
их контакта до оси вращения.

Теоретическая и практическая значимость работы. Часть по­
лученных результатов имеет общетеоретический интерес, позволяя углубить
представления об особенностях формировании течений в системах реагирую­
щих жидкостей. К ним можно отнести модель производства растворителя,
позволившую объяснить локализацию конвективной структуры в пространстве,
а также эффект плавучести Кориолиса в двумерных течениях. С практической
точки зрения результаты исследования режимов неустойчивости реагирующих
жидкостей во вращающейся ячейке Хеле-Шоу могут быть использованы в тех­
нологиях центрифугирования растворов драгоценных металлов, а также в ряде
биомедицинских устройств на основе вращающихся платформ, применяющих­
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ся в том числе для транспорта питательных веществ к клеточным культурам.
В более широком смысле исследования тепло- и массообмена в течениях Хеле­
Шоу актуальны для тех отраслей химической промышленности, где требуется
тщательный контроль движения растворов на малых пространственных мас­
штабах: в микросмесителях, реакторах проточного типа.

Методология и методы исследования. В условиях протекания ре­
акции второго порядка основное состояние реакция-диффузия необратимо
меняется во времени, что вызывает необходимость использования прямого чис­
ленного моделирования. В указанном случае задача о движении жидкости
решалась методом конечных разностей. Устойчивость и свойства инкрементов
возмущений основного состояния системы в условиях генерации единственного
компонента переноса исследовались методами линейного анализа. Ветвление
решений вблизи первой бифуркации равновесия изучалось методом многих
временных масштабов. Для обработки пространственных и временных харак­
теристик течений применялось разложение Фурье. В задаче о конвекции в
плоской кювете анализ эволюции течений проводился с использованием про­
странственно-временных диаграмм.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Установлен механизм динамической стабилизации хемоконвективной

структуры в системе несмешивающихся реагирующих растворов кисло­
ты и основания. Регулярность паттерна обеспечивается производством
растворителя в ходе реакции. Получены уравнения, описывающие дан­
ный эффект. При определенных значениях управляющих параметров
регулярная структура сменяется неупорядоченной конвекцией.

2. Установлена роль силы Кориолиса в квазидвумерных течениях вра­
щающейся неоднородной жидкости в геометрии Хеле-Шоу. Получена
система уравнений конвекции с эффектом плавучести Кориолиса, кото­
рый срабатывает при наличии неоднородности плотности в среде. Под
действием эффекта равновесие жидкости стабилизируется, а переход к
хаотической конвекции осложняется бифуркациями тороидальных ат­
тракторов.

3. Выявлены сценарии развития неустойчивости в системе смешиваю­
щихся реагирующих растворов во вращающейся ячейке Хеле-Шоу.
Взаимодействие реакции и диффузии приводит к возникновению по­
тенциальных ям в поле плотности среды. Под действием вращения в
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них возбуждается неустойчивость в виде регулярной системы ячеек.
При определенном соотношении концентраций реагентов ячеистая кон­
векция сменяется плотностной волной ударного типа.

Достоверность обеспечивается обоснованностью физических представ­
лений, лежащих в основе предлагаемых моделей, использованием апробирован­
ных методов расчета и анализа результатов, сравнением с экспериментальными
данными.

Апробация работы. Результаты диссертационной работы были пред­
ставлены на следующих научных конференциях: VI, VII, VIII, IX Всероссийские
конференции «Пермские гидродинамические научные чтения» (Пермь, 2019,
2020, 2022, 2023); XXII, XXIII, XXIV Зимние школы по механике сплошных
сред (Пермь, 2021, 2023, 2025), 12-ая, 13-ая, 14-ая Международные конферен­
ции «Волны и вихри в сложных средах» (Москва, 2021, 2022, 2023), XXIV,
XXV Международные конференции «Нелинейные задачи теории гидродинами­
ческой устойчивости и турбулентность» (Звенигород, 2020, 2024), XI, XII, XIII
Всероссийские конференции «Актуальные проблемы прикладной математики
и механики» (п. Джанхот, Краснодарский край, 2022, 2023, 2024), Междуна­
родный симпозиум «Неравновесные процессы в сплошных средах» (Пермь,
2024), Всероссийская конференция «Математическое моделирование в механи­
ке» (Красноярск, 2024), XXIX Всероссийская конференция «Математическое
моделирование в естественных науках» (Пермь, 2020), VI Всероссийская кон­
ференция «Теплофизика и физическая гидродинамика» (Севастополь, 2021),
XIII Всероссийский съезд по теоретической и прикладной механике (Санкт­
Петербург, 2023), Минисимпозиум «Задачи механики деформируемых сред с
поверхностями раздела» (Красноярск, 2022).

Результаты были представлены на Пермском гидродинамическом семина­
ре им. Г.З. Гершуни, Е.М. Жуховицкого и Д.В. Любимова (заседания №1578
(2023), №1597 (2025), Пермский государственный университет, рук. проф. Т.П.
Любимова).

Часть исследований выполнена при поддержке Российского научного
фонда (грант № 19-11-00133) и Министерства науки и высшего образования
Российской Федерации (проект № FSNM-2023-0003).

Личный вклад. Аналитические вычисления и численное моделирова­
ние выполнены автором самостоятельно. Постановка задач, обсуждение и
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интерпретация результатов проведены совместно с научным руководителем и
соавторами.

Публикации. По теме диссертации опубликовано 29 работ, включая 8
статей в журналах, рекомендованных ВАК.

Объем и структура работы, краткое содержание. Диссертация со­
стоит из введения, 3 глав, и заключения. Полный объём диссертации составляет
140 страниц, включая 57 рисунков и 3 таблицы. Список литературы содержит
178 наименований.
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ГЛАВА 1. СОВРЕМЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ИССЛЕДОВАНИЙ

1.1 Предмет физико-химической гидродинамики

Одним из первых экспериментальных исследований процессов с участием
движения жидкости и химических реакций является работа Квинке [1], в кото­
рой на поверхности раздела между масляным раствором лауриновой кислоты
и водным раствором гидроксида натрия наблюдалась спонтанная эмульсифи­
кация. Однако несмотря на то, что отдельные примеры подобных процессов
были известны еще с конца XIX века, проблема взаимосвязи между механи­
кой жидкости и химическими превращениями долгое время оставалась вне
поля зрения теоретиков. Появление физико-химической гидродинамики как от­
дельного направления науки, пожалуй, начинается с монографии Левича [2],
опубликованной в середине прошлого столетия. В ней были изложены результа­
ты многолетней работы по внедрению методов теоретической физики в анализ
ряда физико-химических явлений, связанных с движением жидкости. После
выхода монографии в свет внимание исследователей к совместному рассмот­
рению химических процессов в жидкой среде и ее механического движения
резко повысилось. С одной стороны, это связано с появлением многочисленных
технологических приложений в химической промышленности, где протекание
реакций сопровождается такими осложняющими факторами, как интенсивное
тепловыделение, возникновение естественной конвекции, фазовые переходы, об­
разование пузырьков, капель и т. д. [3]. Поэтому особое внимание уделялось
рассмотрению вопросов тепломассопереноса в каналах различной геометрии,
жидких пленках, а также взаимодействия течений с дисперсной фазой. В насто­
ящее время неполный перечень технологических приложений данной области
включает нефтепереработку [4], сепарацию руд [5], связывание диоксида углеро­
да CO2 в атмосфере [6—8], синтез ценных веществ в условиях детонации [9; 10],
процессы смешения в микрореакторах [11; 12]. С другой стороны, в последние
два десятилетия многокомпонентные реагирующие жидкости стали предме­
том расширенных фундаментальных исследований [13]. Гидродинамическая
неустойчивость приводит к макроскопическому движению жидкости, интен­
сифицирующему процессы реакции – диффузии. В свою очередь, химически
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индуцированные изменения свойств жидкости, таких как плотность, вязкость,
теплопроводность, поверхностное натяжение, могут привести к неустойчиво­
сти, проявляющей большое разнообразие режимов. С фундаментальной точки
зрения в таких системах естественно ожидать образование упорядоченных
структур, вызванных нетривиальными эффектами синергии между процесса­
ми реакции – диффузии и конвекции.

Исследование взаимного влияния химических и гидродинамических про­
цессов началось с постановки задачи о движении жидкости в условиях
так называемых гетерогенных превращений, которые происходят на границе
раздела фаз. Сюда относятся каталитические реакции, процессы адсорбции­
десорбции, растворение твердых тел, а также электрохимические реакции
вблизи поверхности электрода, погруженного в раствор электролита. Левичем
было получено решение ряда внешних и внутренних задач о конвективной
диффузии в жидкости, обтекающей твердую поверхность гетерогенной катали­
тической реакции [14]. В том числе им была решена задача о вращающемся
диске, впоследствии снискавшая популярность в электрохимических прило­
жениях [15]. В указанных работах впервые было показано, что толщина
диффузионного пограничного слоя зависит как от скорости течения, так и от
сорта частиц, диффундирующих в растворе. Особенно отмечался тот факт,
что в пределах пограничного слоя жидкость может иметь отличную от ну­
ля скорость, благодаря чему получили объяснение некоторые явления вблизи
каталитических поверхностей, не укладывающиеся в рамки качественных пред­
ставлений Нернста о неподвижном диффузионном слое и пленочной теории
Ленгмюра. В работе [16] изучалось влияние поверхностно-активных веществ
(ПАВ) на движение капли в жидкости при различных режимах поверхност­
ной кинетики. Один из важных результатов состоял в том, что адсорбция на
межфазную поверхность в большей степени сказывается на каплях достаточ­
но малых радиусов, замедляя их движение вплоть до полного соответствия с
движением твердых частиц. Это позволило объяснить несогласие эксперимен­
тальных результатов с расчетами на основе уравнения Адамара – Рыбчинского.
Развитые методы исследования гетерогенных превращений в жидкостях актив­
но используются и в настоящее время, о чем свидетельствует систематическое
появление свежих работ. Так, теория вращающегося диска с химически ак­
тивной поверхностью применялась в [17] для исследования экстракции с
поверхности сорбционной фазы при различных скоростях вращения. Гетеро­
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генный катализ в микрожидкостных устройствах рассматривался в [18; 19]. В
работе [20] исследовалось влияние растворов ПАВ на движение и деформации
пузырьков в условиях столкновений с различными поверхностями раздела. В
работах [11; 12] Брацун с соавторами экспериментально и теоретически изу­
чали генерацию объемных конвективных течений осцилляциями поверхности
пузырька, обусловленными адсорбцией ПАВ.

Наряду с исследованиями свойств течений в электрически нейтраль­
ных средах физико-химическая гидродинамика содержит внушительный пласт
работ, ориентированных на рассмотрение электрохимических и коллоидно­
химических процессов, протекающих в жидкости при участии движения
заряженных частиц. В работах Коутецкого и Иванова [21; 22] исследовалось
влияние механического перемешивания раствора бинарного электролита на про­
цессы молекулярной диффузии ионов и их миграции, обусловленной разностью
потенциалов на электродах. Конвективное движение жидкости способствовало
ускорению переноса ионов к поверхности электрода, приводя к увеличению тока
в ячейке. Было показано, что вычисление потоков вещества к поверхности мо­
жет производиться аналогично случаю незаряженных частиц. Это объясняется
качественной схожестью явлений, основанной на возможности преобразования
уравнений конвективной диффузии ионов в электрическом поле к уравнениям
нейтрального раствора путем введения эффективного коэффициента диффу­
зии, зависящего от величины зарядов. Указанные результаты находились в
согласии с экспериментальными исследованиями [23; 24], в которых проводи­
лись измерения диффузионного тока к поверхности вращающегося дискового
электрода в различных электролитах. Наличие в электролите частиц дисперги­
рованной фазы приводит к электрогидродинамическим эффектам, связанным
с возникновением двойного электрического слоя на границе раздела «раствор –
частица». Основные положения теории движения дисперсной фазы под действи­
ем электрического поля (электрофореза) были сформулированы Гельмгольцем
и Смолуховским [25; 26]. Ими была выдвинута теория строения тонкого двой­
ного слоя вблизи поверхности диэлектрических частиц, а также рассчитана
скорость их движения в электрическом поле. В более поздних работах электро­
форетическое движение исследовалось с учетом конечной толщины двойного
слоя и эффектов поверхностной проводимости [27]. Взаимодействие металли­
ческих частиц и связанные с этим гидродинамические особенности течений
исследовались в работах [28; 29]. Современные исследования в этой области
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фокусируются на рассмотрении движения частиц микро- и наномасштаба, раз­
меры которых сопоставимы с толщиной двойного слоя [30]. Рассматривается
также движение металлических частиц в сильных электрических полях [31],
частиц с деформируемой межфазной границей [32], и другие осложняющие фак­
торы, служащие источником нелинейности электрокинетических явлений.

Изучение явлений массопереноса в условиях гомогенных (объемных)
превращений представляет собой математически более трудную задачу, для
которой редко удается получить аналитическое решение. Задачи этого типа
долгое время оставались за пределами рассмотрения физико-химической гид­
родинамики. В работах [33; 34] Полянин и соавторы использовали численные
методы для решения уравнений конвективной диффузии, осложненных появле­
нием реакционного слагаемого. Ими были получены решения задач о некоторых
модельных течениях в условиях протекания реакций в объеме жидкости при
различных значениях диффузионного числа Пекле, характеризующего отноше­
ние скоростей конвективного и молекулярного переноса вещества в жидкости:
𝑃𝑒 = τ𝑑/τ𝑐 = 𝑣𝑙/𝐷, где 𝑣 — скорость течения. В [35; 36] исследовался процесс
стационарной диффузии к капле, движущейся в ламинарном потоке с объем­
ной реакцией. Соответствующий реакционный член в уравнении конвективной
диффузии задавался произвольной функцией концентрации. Рассчитывалась
зависимость безразмерного массопотока, определяемого числом Шервуда, от
константы скорости реакции. В контексте приложений к химическим превраще­
ниям в дисперсных средах авторы [37; 38] рассматривали задачу о диффузии к
сферической частице, обтекаемой однородным потоком при малых числах Пек­
ле. Аналогичная задача для частицы произвольной формы была решена в [39]
асимптотическими методами. Влияние просачивания жидкости на ход процес­
сов реакции – диффузии в объеме пористых сред исследовалось в работе [40],
обобщающей модель дисперсии Тейлора – Ариса на случай двумерных течений.
Для разных типов течения авторы получили зависимости эффективной диффу­
зии и скорости перемешивания раствора от числа Дамкёлера 𝐷𝑎 = τ𝑑/τ𝑟, где
τ𝑑 и τ𝑟 — соответственно характерные времена диффузии и реакции.

Полученные в XX веке результаты нашли свое применение в технологиях
и внесли важный вклад в общее понимание движения жидкостей в реакционных
устройствах [41; 42]. Однако можно заметить, что в подавляющем большинстве
теоретических исследований поле скорости играло пассивную роль, заключаю­
щуюся в подводе реагента и отводе продукта из реакционной зоны. Влияние
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механического движения заключалось преимущественно в восстановлении гра­
диентов концентрации и ускорению массопотока, связанного с молекулярной
диффузией. С математической точки зрения это влияние оказывалось со сторо­
ны конвективной производной уравнения переноса, в котором скорость течения
известна из решения соответствующей гидродинамической задачи (формулы
Стокса или Адамара – Рыбчинского для обтекания сферических частиц, реше­
ние в пограничном слое у пластины и другие). При этом воздействию самой
реакции на течение уделялось меньше внимания. Одним из примеров слу­
жит Пермская гидродинамическая школа, известная своими исследованиями
в области конвективной устойчивости. Так, в работе [43] методами линейной
теории исследовалось нарушение равновесия жидкости в пористой среде при
протекании реакции нулевого порядка. На основе теории Франк-Каменецкого
о потенциале срабатывания Колесников и Ерёмин [44; 45] рассмотрели задачу
о конвекции в горизонтальном слое с экзотермической реакцией при наличии
ряда осложняющих факторов. В [46; 47] исследовалось влияние конвективного
массопереноса на структуру геля в процессе полимеризации. В указанных слу­
чаях постановка предполагала минимальное отличие от классической задачи
тепловой конвекции. В свою очередь, исследователи Брюссельского свободно­
го университета [48; 49], известного в сфере исследований процессов реакции –
диффузии, напротив, долгое время игнорировали протекание реакций в усло­
виях тепло- и массопереноса. Таким образом, обратная связь между двумя
процессами и связанные с ней перекрестные явления долгое время оставались
вне поля зрения обеих исследовательских групп. Вероятно, в вышеупомянутых
случаях имел место понятийный барьер, вызванный изолированностью науч­
ных дисциплин друг от друга и ограничивающий попытки выйти за пределы
парадигм своей школы.

Явления неустойчивости равновесия жидкости и формирования течений
со сложной структурой, обусловленных протеканием реакции, выделяются в
самостоятельный раздел физико-химической гидродинамики, который нахо­
дится на стыке теории конвективной устойчивости и нелинейной химии. С
этой точки зрения проблема взаимосвязи химических реакций и механики
жидкости является фундаментальной, поскольку способствует переосмыслению
понятий сложности и асимметрии неравновесных систем, имевшим место в
научном сообществе до середины XX-го века. Среди примеров спонтанного
нарушения симметрии, связанного с химическими реакциями, наиболее ши­
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рокой известностью обладает класс реакций Белоусова – Жаботинского [50;
51], демонстрирующих разнообразные режимы динамического поведения от
концентрических и спиральных волн окисления на поверхности реакционной
смеси до пространственно-временного хаоса. В частности, именно в данной
системе был экспериментально обнаружен первый в истории химической на­
уки странный аттрактор [52]. Еще один пример – структуры Тьюринга,
образующиеся в результате нелинейного взаимодействия процессов реакции
и диффузии [53]. Конечное расстояние, на которое могут диффундировать
молекулы прежде чем вступят в реакцию, определяет характерный простран­
ственный масштаб (длину волны) и отвечает за образование упорядоченных
структур в распределенных системах. Наиболее популярными теоретическими
моделями пространственного упорядочения в системах реакция – диффузия
являются брюсселлятор Пригожина [48] и орегонатор Филда и Нойеса [54],
устойчивость и бифуркационная структура которых детально исследованы во
множестве работ [55—57].

Роль макроскопического движения жидкости в задачах физико-химиче­
ской гидродинамики долгое время являлась пассивной. Похожая ситуация
наблюдалась и в теории диссипативных структур: общее понимание механиз­
мов структурообразования в химически активных средах в существенной мере
упрощалось предположением об их механическом равновесии. Следующим есте­
ственным шагом науки о сложном было рассмотрение явлений, находящихся за
рамками задач реакция – диффузия и происходящих в условиях гидродинамиче­
ского движения. Задачи о хемоконвективной неустойчивости послужили почвой
для проработки идей о возникновении порядка из хаоса в гидродинамических
системах. Реагирующие жидкости отличаются способностью к формированию
диссипативных структур, являющихся результатом изменений, вносимых хи­
мическими реакциями в исходные физические свойства жидкостей. Локально
воздействуя на концентрационные и температурные поля, реакция способна
не только инициировать макроскопическое движение, но и осложнять его ди­
намику более тонкими эффектами, связанными с зависимостью диффузии
компонентов от их концентрации, вязкостью растворителя, зависимостью по­
верхностного натяжения от температуры или концентрации и т. д. [58; 59]. В
свою очередь течения жидкости способны существенно менять сценарий проте­
кания реакции, замедлять или ускорять ее ход за счет структурной перестройки
концентрационных полей.
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Движение среды, генератором которого выступает химическая реакция,
стало предметом множества теоретических и экспериментальных исследова­
ний [60—67]. Было показано, что реакция может оказывать воздействие как
на свойства жидкости в объеме, так и на свойства поверхностей раздела
несмешивающихся систем, приводя к возникновению движений, вызванных раз­
личными физическими механизмами. В первом случае механизм генерации
течения связан с возникновением в жидкости объемных сил, обусловлен­
ных ее взаимодействием с внешними силовыми полями. Например, наличие
плотностных неоднородностей может привести к неустойчивости равновесия
жидкой среды в поле тяжести, что повлечет за собой естественную конвек­
цию [68]. Данный механизм является наиболее распространенным в природе,
проявляясь в широком диапазоне пространственных масштабов от микро- и на­
ноустройств [11] до небесных тел [69]. Здесь воздействие химических реакций
проявляется в перераспределении температурных и концентрационных полей,
от которых зависит плотность среды [66; 67]. Поскольку процесс происходит
при участии механизма диффузии, способной, как выяснилось [70], оказывать
и дестабилизирующее действие на систему, картина течения может существенно
усложняться. Во втором случае, когда в системе присутствует граница разде­
ла фаз, появляется дополнительный механизм неустойчивости, связанный с
возникновением поверхностных сил при наличии градиентов поверхностного
натяжения. Последние могут быть обусловлены неоднородностью температуры
или концентрации ПАВ. Возникающие при этом касательные к поверхности
силы приводят к движению, называемому неустойчивостью Марангони [58].
Химические реакции способны оказывать непосредственное влияние на движе­
ние поверхностей раздела, протекая с выделением тепла или меняя скорости
процессов адсорбции-десорбции и диффузии ПАВ, а также опосредованное —
путем формирования в жидкости объемных течений, вызывающих деформа­
ции ее поверхности [60—64].

Из всего вышесказанного очевидно, что спектр возможных воздействий
на течение со стороны химических реакций является весьма широким в си­
лу разнообразия как физических особенностей жидкости, так и реакционной
кинетики. Поэтому для изучения базовых физических эффектов, таких как
возникновение хемоконвективного движения, естественно рассматривать кон­
кретную реакцию с простой и хорошо изученной кинетикой. В этой связи в ряду
химических реакций выделяется реакция нейтрализации кислоты основанием.
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Ее схема A+B → S, где реагентами выступают кислота A и основание B, а про­
дуктами реакции соль S и вода [62; 71], подразумевает простую и одновременно
нелинейную кинетику, что обещает нетривиальность возможных эффектов [72].
Данная реакция является одной из самых быстрых, вследствие чего протекает
фронтально и генерирует локальные плотностные неоднородности в жидкой
среде. В ряде работ было показано, что реакция нейтрализации в растворе при­
водит к формированию неустойчивой стратификации реагирующей среды по
плотности, что при наличии внешнего инерционного поля мгновенно провоци­
рует конвективную неустойчивость [13; 63].

1.2 Конвективная неустойчивость в двухслойных системах
реагирующих жидкостей

Многочисленные экспериментальные работы по изучению вызванного
реакцией нейтрализации конвективного движения проводятся на примере двух­
слойной конфигурации реагирующих растворов компонентов A и B, которые
заполняют фиксированный объем и в начальный момент времени разделены
по пространству [66; 67; 73—75]. Соприкосновение слоев инициирует реакцию
с образованием компонента S вблизи контактной поверхности. Так как боль­
шая часть столкновений молекул кислоты и основания приходится на узкую
область пространства вблизи этой поверхности, соответствующую реакцию при­
нято называть фронтальной, а область наиболее интенсивных столкновений —
реакционным фронтом [76; 77]. Описанный подход прежде всего связан с удоб­
ством проведения натурного эксперимента и возможностью прямого сравнения
результатов с предсказаниями теоретических моделей. Как правило, ширина
используемых в рамках данного подхода кювет невелика по сравнению с ха­
рактерным вертикальным размером системы, что позволяет экспериментатору
визуализировать течения с помощью оптических методов. В теоретическом от­
ношении такой подход позволяет описывать процессы в рамках двумерных
моделей движения жидкости.

Двухуровневая конфигурация взаимодействующих жидких слоев впервые
была предложена в работе [70], где демонстрировался метод экспериментально­
го исследования проблемы смешения жидкостей. Метод состоял в подготовке
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системы из двух глубоких хорошо перемешанных слоев, изначально разделен­
ных в пространстве, и последующем наблюдении ее пространственно-временной
эволюции. Этот подход создает известные трудности для теоретиков, предпочи­
тающих использовать модель неограниченного градиента. В последнем случае
основное состояние системы не меняется со временем, и анализ роста возму­
щений в соответствии с линейной теорией устойчивости сравнительно прост.
Но двухслойная постановка задачи в настоящее время считается более актуаль­
ной, поскольку позволяет проводить прямое сравнение с экспериментальными
данными [78—82].

Характер течения жидкости и ход протекания реакции в двухслойных си­
стемах зависит от свойств жидкой фазы, используемой в качестве растворителя
для реагентов. Сценарий неустойчивости, развивающейся вблизи фронта, су­
щественно различается для смешивающихся и несмешивающихся жидкостей. В
первом случае двухслойная система, находящаяся под действием силы тяжести,
может привести к различным неустойчивостям, обусловленным плавучестью.
Если жидкости смешиваются (например, оба раствора — водные), сразу после
контакта между ними формируется тонкая переходная зона, в которой лока­
лизован реакционный фронт с образующимся продуктом. Чем выше скорость
реакции, тем тоньше эта зона. Результаты экспериментальных работ разных
авторов [63; 74; 83—85] показали, что в поле тяжести протекание реакции сопро­
вождается возникновением конвективного движения, обусловленного разницей
в скоростях диффузии реагирующих компонентов. Формирующееся конвектив­
ное движение представляет собой неупорядоченную пальчиковую структуру,
распространяющуюся по обе стороны от переходной зоны. При этом вблизи
фронта реакции массоперенос по-прежнему осуществляется за счет диффузии,
благодаря чему реакция протекает медленно. В работе [75] сделана попыт­
ка классифицировать все возможные виды неустойчивости, наблюдающихся в
двухслойных смешивающихся системах. Авторы нашли автомодельное реше­
ние уравнений реакции-диффузии в асимптотике большого времени эволюции.
На основе данного решения были описаны основные сценарии неустойчивости
двухслойной системы (Рис. 1.1). Если более плотный раствор изначально поме­
щается над менее плотным, либо в процессе реакции образуется неустойчивое
плотностное расслоение вблизи фронта реакции, то развивается неустойчивость
Рэлея-Тейлора (RT) [74; 83]. В ином случае основным механизмом нарушения
равновесия является разница между скоростями диффузии веществ, приво­
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Рисунок 1.1 — Классификация движений на основе профилей плотности в ос­
новном состоянии реакция-диффузия: RT — неустойчивость Рэлея – Тейлора,

DD — двойной диффузии, DLC — диффузионного слоя [75].

дящая к неустойчивости двойной диффузии (DD) или диффузионного слоя
(DLC) [74; 75; 86]. Во всех случаях (RT, DD и DLC) наблюдается композиция
нерегулярных факелообразных структур выше зоны реакции и неупорядочен­
ной системы пальчиковых структур в нижнем слое. Под влиянием реакции
развитие возмущений становится асимметричным относительно линии контак­
та слоев [74]. Авторы работы [75] исходили из предположения, что процессы,
которые совершаются выше и ниже фронта реакции, надежно разделены про­
слойкой выделяющейся соли, и их особенности должны быть рассмотрены в
отдельности.

Позднее было показано, что классификация [75] не является полной,
так как коэффициенты диффузии реагентов в водных растворах существенно
зависят от концентрации [87—91]. Зачастую данный эффект является несуще­
ственным, но для некоторых веществ концентрационная зависимость свойств
компонентов оказывает качественное воздействие на процессы структурообра­
зования. Так, эффект был подтвержден экспериментально для гомологического
ряда реагентов [90; 91], где было описано еще два режима неустойчивости, не
наблюдавшихся ранее. Их наступление характеризовалось критерием подобия
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𝐾ρ, который определяется как отношение плотности зоны реакции к плотно­
сти верхнего слоя [91]. Если выполняется условие 𝐾ρ < 1, то в системе за счет
эффекта концентрационно – зависимой диффузии (CDD) возникает статически
устойчивая потенциальная яма в виде слоя, ориентированного перпендикуляр­
но направлению силы тяжести. Так как стратификация плотности внутри слоя
неустойчива, со временем в нем возбуждается периодическая последователь­
ность хемоконвективных ячеек, напоминающая своей регулярностью ячейки
Рэлея – Бенара (Рис. 1.2).

Рисунок 1.2 — Экспериментальное наблюдение и численное моделирование
неустойчивости концентрационно-зависимой диффузии (CDD) в системе сме­
шивающихся водных растворов азотной кислоты HNO3 и гидроксида натрия
NaOH. Отношение плотностей реакционной зоны и верхнего слоя 𝐾ρ = 1.05 [87].

В противоположном случае 𝐾ρ > 1 зона реакции оказывается легче верх­
него слоя, вследствие чего начинает всплывать под действием силы Архимеда.
Фактически система испытывает неустойчивость Рэлея – Тейлора, однако дви­
жение не охватывает весь объем кюветы, так как верхний и нижний слои
разделены потенциальным барьером, который отделяет зону быстрого пере­
мешивания от неподвижного массива жидкости. В результате потенциальный
барьер становится фронтом волны плотности ударного типа, которая быстро
(по отношению к характерным временам системы) распространяется в направ­
лении силы тяжести (Рис. 1.3). В работе [91] проводится интересная аналогия
между данным процессом и явлением гидравлического прыжка, вытекающая
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из формального сходства уравнений Сен-Венана теории «мелкой воды» с систе­
мой реакции – диффузии – конвекции в поле тяжести. Так, роль критической
скорости

√
𝑔ℎ, при превышении которой формируется резкий перепад уровня

свободной поверхности, в безразмерной системе РДК играет величина
√
𝑆𝑐, где

𝑆𝑐 = ν/𝐷 представляет собой отношение диффузионного и вязкого времен и на­
зывается числом Шмидта. В жидкостях данный параметр имеет значение 𝑆𝑐 ∼
103. Экспериментальные наблюдения [90] подтвердили, что смена режимов кон­
векции, происходящая при уменьшении параметра 𝐾ρ до его бифуркационного
значения 𝐾ρ = 1, действительно сопровождается ростом скорости нисходящего
движения реакционного фронта с последующим переходом через

√
𝑆𝑐.

Рисунок 1.3 — Экспериментальное наблюдение и численное моделирование
неустойчивости концентрационно-зависимой диффузии в системе смешиваю­
щихся водных растворов азотной кислоты HNO3 и гидроксида натрия NaOH.

Отношение плотностей реакционной зоны и верхнего слоя 𝐾ρ = 0.997 [90].

Полученные результаты были обобщены в работах [92; 93]. Авторы [93]
пришли к выводу, что основным условием упорядочения структуры в сме­
шивающихся двухслойных системах является способность кислотно-щелочной
реакции создавать и поддерживать плотностные потенциальные ямы в течение
длительного времени. Интересно, что найденные режимы неустойчивости были
обусловлены формированием в среде плотностных потенциальных ям, проявля­
ющих себя локально. Это подчеркивает, что реакция является локализованных
механизмом преобразования плотности среды, что совершенно не свойственно
классической тепловой конвекции, которая возникает под действием внешне­
го нагрева кюветы.



23

В экспериментах с несмешивающимися растворителями один из реаген­
тов, как правило, не может проникнуть через границу раздела фаз. Вследствие
этого реакция протекает только в одном из слоев, куда второй реагент попадает
через межфазную поверхность за счет диффузии [62—64; 94—96]. В работе [62]
исследовалась система, в которой раствор, содержащий органическую кислоту,
находится в контакте с раствором неорганического основания. Было показано,
что тепловые и концентрационные неоднородности, возникающие на границе
раздела и в объеме жидкости, могут привести к конвективной неустойчивости.
Структура течения в виде нерегулярных последовательностей восходящих плю­
мов и нисходящих пальчиковых структур (Рис. 1.4, a) считалась типичной для
систем такого типа. В этой связи было неожиданным появление упорядочен­
ной последовательности вихрей [63], объяснение которой не было представлено.
Большие градиенты концентрации и температуры, вызванные реакцией вблизи
границы раздела, могут привести к поверхностной неустойчивости из-за эффек­
та Марангони. В случае органических кислот [64; 94; 95] этот эффект может
быть весьма значительным. При этом течения, генерируемые деформациями
межфазной поверхности, также не отличаются упорядоченностью (Рис. 1.4, в).

Рисунок 1.4 — (а) – раствор муравьиной кислоты в изобутаноле (верхний слой),
водный раствор гидроксида натрия (нижний слой) [62]; (b) – раствор пропи­
оновой кислоты в циклогексане (верхний слой), водный раствор гидроксида
тетраметиламмония (нижний слой) [63]; (c) – раствор миристиновой кислоты в
гексане (верхний слой), водный раствор гидроксида калия (нижний слой) [64].

В экспериментальных исследованиях, посвященных неорганическим кис­
лотам [62; 96], неустойчивость Марангони либо не была обнаружена, либо
наблюдалась только на самой ранней стадии и быстро затухала с течением
времени. Подтверждающие этот вывод теоретические исследования [97; 98] по­
казали, что формирование специфической структуры течения в виде струй и
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пальцев объясняется взаимодействием между различными гравитационно-зави­
симыми и поверхностными гидродинамическими неустойчивостями. При замене
неорганической основы на органическую [97] в той же системе наблюдалась ре­
гулярная структура в виде пальцев с растущим аспектным отношением, одна
сторона которых контактирует с границей раздела, а другая распространяется
в направлении от границы. Было показано, что основным двигателем форми­
рования паттерна является неустойчивость Рэлея – Тейлора [98]. Известно,
однако, что классической RT-конвекции свойственно неупорядоченное движе­
ние тяжелых струй раствора в направлении поля тяжести. Таким образом,
регулярность пальчиковой структуры не получила теоретического объяснения.
Похожая модельная система рассматривалась в теоретических работах [99;
100], где авторами было принято однослойное приближение с фиксированной
концентрацией реагента на верхней границе. При определенных значениях кон­
центрации была получена схожая пальчиковая структура в объеме жидкой
фазы. В данном случае эффект выравнивания объяснялось тем, что зона ре­
акции вблизи границы раздела изначально легче нижнего слоя. В [101] была
высказана идея о том, что выравнивание конвективной структуры определяет­
ся тепловыделением на фронте реакции в соответствии с механизмом Рэлея –
Бенара. Тем не менее, экспериментальные данные свидетельствуют о том, что
эффект воспроизводится даже при интенсивном отводе тепла из зоны реакции.

Рисунок 1.5 — Регулярная пальчиковая структура, наблюдавшаяся в [96], в
последовательные моменты времени после приведения слоев в контакт: (а) – 70

с, (b) – 710 с, (c) – 1040 с.

Так, в недавней работе [96] изучалась двухслойная система в виде соля­
ной кислоты HCl, растворенной в пентаноле, и водного раствора гидроксида
натрия NaOH. В данной системе эффект Марангони и влияние тепловыделения
на фронте реакции были исключены с самого начала. Для этого была использо­
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вана не проявляющая поверхностной активности соляная кислота, растворимая
как в водной, так и органической фазе. Кроме того, высокотеплопроводные
стенки кюветы гарантировали быстрый отвод тепла из реакционной зоны. В
эксперименте не наблюдалось типичного для таких систем неупорядоченного
течения, вызываемого неустойчивостью RT, а также постепенно огрубления
структуры со временем. Напротив, несмотря на использование неорганических
реагентов, развитие пальчиковой структуры протекало регулярным образом,
подобно тому, что наблюдалось в работе [63]. Таким образом, было окончатель­
но подтверждено, что спонтанное упорядочение процесса пальцеобразования
не связано напрямую с веществами, вступающими в реакцию. Вследствие
этого необходимо было предположить существование в системе других неучтен­
ных механизмов стабилизации, определяющихся кинетикой реакции. Данное
явление нашло свое объяснение в рамках теоретической модели, в которой учи­
тывалось производство растворителя.

1.3 Хемоконвекция в условиях вращения

В отличие от статического поля тяжести, инерционные поля могут кон­
тролироваться в эксперименте путем изменения управляющего параметра
(скорости вращения, амплитуды и частоты вибрации), вследствие чего они слу­
жат мощным инструментом контроля за процессами тепло- и массопереноса в
жидких средах [102—106]. При этом разные инерционные поля оказывают раз­
ное воздействие на среду. В то время как высокочастотные вибрации создают
усредненную однородную силу в объеме среды, центрифугирование жидко­
сти генерирует пространственно-неоднородное воздействие благодаря действию
двух сил инерции: центробежной силы и силы Кориолиса [58]. Первая из них
воздействует на элемент жидкости тем сильнее, чем дальше он располагается
от оси вращения. Вторая сильнее влияет на те элементы объема среды, которые
движутся с большей скоростью. Одним из критериев классификации задачи о
вращении жидкости является число Россби 𝑅𝑜 = 𝑢/𝐿Ω, где 𝑢 и 𝑙 — харак­
терные скорость и пространственный масштаб, Ω — угловая скорость. Данный
параметр представляет собой отношение инерционного слагаемого уравнений
движения к силе Кориолиса [107; 108]. Авторы недавней работы [108], в
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которой представлен широкий обзор исследований центрифугирования, спра­
ведливо отметили, что системы с большими значениями числа Россби получили
недостаточное внимание. Это может быть объяснено большим интересом иссле­
дователей прежде всего к гео- и астрофизическим приложениям, в которых
влияние силы Кориолиса, как правило, очень значительно [109—112].

Рисунок 1.6 — Суммирование постановок задач о тепловой конвекции в услови­
ях вращения жидкости.

Другим важным критерием классификации является взаимная ориента­
ция оси вращения и градиента плотности [108] (Рис. 1.6). Если эти векторы
коллинеарны, рассматривается задача о неустойчивости Рэлея — Бенара в
тонком слое, вращающемся вокруг перпендикулярной оси [58; 113—123]. Этот
случай соответствует малому числу Россби и существенному влиянию силы
Кориолиса на течение. Данная формулировка встречается во многих работах,
поскольку является хорошим приближением для моделирования приполяр­
ной области атмосферы [107; 108]. Основным стимулом для решения таких
задач служит изучение влияния планетарного вращения на атмосферные явле­
ния [124; 125]. Чандрасекар [58; 113] и Веронис [114; 115; 126], вероятнее всего,
были первыми, кто провел исследование влияния вращения на устойчивость
слоя жидкости в задаче Рэлея – Бенара. В такой формулировке задачи важ­
ную роль в процессах переноса играет сила Кориолиса. На основе линейной
теории гидродинамической устойчивости авторы показали, что вращение ста­
билизирует равновесие жидкости и повышает порог возникновения конвекции.
Было обнаружено, что критическое волновое число возрастает с увеличением
интенсивности вращения. Устойчивость адвективного движения во вращающем­
ся горизонтальном слое была исследована в работах Аристова и Шварца [118;



27

127—129]. В монографиях [130; 131] освещается широкий класс вопросов, свя­
занных с воздействием капиллярных сил, магнитного поля, вибраций и других
осложняющих факторов на конвекцию во вращающемся слое.

В случае, когда ось вращения и градиент плотности перпендикулярны
друг другу, формулируется задача о центробежной конвекции [109; 111; 112;
121; 132—135]. Если при этом центробежная сила действует поперек слоя жид­
кости (например, при вращении тонкого цилиндрического слоя вокруг оси
симметрии), то задача фактически сводится к задаче Рэлея — Бенара. В слу­
чае малой толщины слоя пространственной неоднородностью центробежной
силы можно пренебречь, и указанные задачи становятся полностью идентич­
ными. Такая постановка также широко представлена в литературе и связана
с изучением атмосферных явлений в экваториальных зонах планет [124; 125].
Центробежная конвекция изучалась как правило в приближении тонкого ци­
линдрического слоя [108]. Стоит отметить, что существующие установки для
центрифугирования легко могут достигать значений скорости вращения, при
которых центробежная сила на один-два порядка величины может превосхо­
дить ускорение свободного падения. Поэтому цилиндрический слой жидкости,
вращающийся вокруг оси симметрии, является удобной модельной задачей, в
рамках которой можно изучать как микрогравитацию, так и гипертяготение.

Промежуточный случай, когда угол между указанными векторами меня­
ется по пространству, рассматривается на примере вращающегося сферического
слоя [124; 125]. Интерес к конвективным течениям в сферической полости
в значительной степени обусловлен желанием объяснить дифференциальное
вращение конвективной зоны Солнца и жидкого ядра Земли, поскольку этот
эффект играет большую роль в формировании тороидальной составляющей
их магнитного поля [136—140]. Считается, что дифференциальное вращение
является результатом взаимодействия турбулентных конвективных валов [141;
142]. В [143] численно и экспериментально исследовалась структура конвектив­
ного движения, вызванного плавучестью в быстро вращающемся сферическом
слое с горячим твердым ядром. Было показано, что вблизи порога конвекции
течение представляет собой периодическую по азимутальному углу последо­
вательность вихревых структур, вытянутых параллельно оси вращения вдоль
поверхности цилиндра, касательной к внутреннему ядру (т. н. столбика Тейло­
ра – Праудмена). Характерное для силы Кориолиса воздействие проявлялось
в формировании наклона конвективных ячеек против направления вращения,
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а также в уменьшении масштаба течения по мере снижения числа Экмана
𝐸𝑘 = ν/𝐿2Ω, где ν — кинематическая вязкость. Авторами отмечалось, что
вблизи порога температурные возмущения оказываются менее восприимчивы
к этому воздействию, нежели скоростные. С ростом числа Рэлея данное разли­
чие сглаживалось, и в режиме турбулентной конвекции спиральная структура
отчетливо проявлялась в распределении изолиний как функции тока, так и
температуры.

Совершенно другой тип задач возникает в ситуации, когда и силы инер­
ции, и градиент плотности направлены вдоль тонкого слоя. Долгое время такая
конфигурация не привлекала внимания исследователей, поскольку не имела
прямых гео- и астрофизических приложений. Однако в последние годы она
нашла свое применение в ряде новых научных направлений. К их числу отно­
сится задача о транспорте питательных веществ в биореакторе [144; 145], где
плоская геометрия используется для управления процессом фотосинтеза с по­
мощью однородного освещения клеточной массы через стенки кюветы [146].
В работе [147] рассматривался рост культуры клеток в скаффолде (матрице),
подвергнутом воздействию просачивающегося питательного раствора. Некото­
рые варианты дизайна скаффолдов включают центрифугирования системы для
управления процессами массопереноса в кювете. Задача о центрифугировании
растворов драгоценных металлов с целью очистки рассматривалась в [148; 149].
Обзор разнообразных вращающихся платформ, использующихся в технологиях
биомедицины, приведен в [150; 151]. Влияние вращательной и кориолисовой сил
инерции на смешение растворов в неравномерно вращающейся дискообразной
камере исследовалось в работе [152] в контексте биохимических приложений.
В [153] исследовались течения в U-образном микроканале, помещенном во вра­
щающуюся полость. В указанных работах отмечается, что генерация вторичных
вихревых структур под действием силы Кориолиса приводит к повышению
эффективности смешения. В перечень новых научных исследований также вхо­
дит разработка микрожидкостных устройств и микросмесителей непрерывного
действия на основе геометрии Хеле-Шоу [11; 154]. Плоская геометрия кюветы
позволяет использовать оптические методы наблюдений (например, интерферо­
метрию Физо) для измерения и контроля концентрационных полей [155; 156].
Таким образом, задача о возбуждении конвекции при наличии вращения зача­
стую решается в приближении плоского слоя.
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В приближении бесконечно тонкого слоя число Россби стремится к бес­
конечности, что позволяет, на первый взгляд, пренебречь силой Кориолиса
в уравнении движения [157]. Однако, недавние экспериментальные результа­
ты [158; 159] свидетельствуют о том, что в ячейке Хеле-Шоу эффект Кориолиса
проявляет себя в полной мере. В работе [158] исследовалось хемоконвектив­
ное течение в двухслойной системе водных растворов соляной кислоты HCl и
гидроксида натрия NaOH, помещенных в цилиндрическую ячейку Хеле-Шоу
и вращающихся с постоянной угловой скоростью. При определенных началь­
ных концентрациях в системе возникала характерная для упомянутой ранее
неустойчивости CDD картина течения, изображенная на рисунке 1.7: пери­
одическая последовательность вихрей в плотностной потенциальной яме (на
периферии) и нерегулярное всплытие за счет неустойчивости диффузионного
слоя (в центре). На рисунке можно наблюдать связанный с силой Кориолиса
снос ячеек CDD по азимутальному углу. Авторы [158], однако, трактовали этот
эффект как проявление вращательных колебаний (либраций), обусловленных
модуляцией угловой скорости в эксперименте. Существование силы Кориолиса
в квазидвумерном течении Хеле-Шоу отметалось как невозможное, поскольку
противоречило теоретической модели.

Рисунок 1.7 — Структура течения в системе смешивающихся реагирующих
жидкостей во вращающейся ячейке Хеле-Шоу в последовательные моменты

времени [158].

В следующей экспериментальной работе [159] рассматривалась та же пара
реагентов, однако кислота в начальный момент времени была распределена в
органическом растворителе — пентаноле. Авторы ожидали развития регуляр­
ной пальчиковой неустойчивости, аналогичной наблюдаемой в поле тяжести
(рис. 1.5) и отличающейся только интенсивностью движения благодаря гипер­
гравитационным перегрузкам за счет действия центробежной силы. Однако
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вместо последовательности растущих в направлении инерционного поля пальчи­
ковых структур в системе наблюдалось одновихревое течение, сформированное
мощным азимутальным сносом пальцев к одной из стенок кюветы (рис. 1.8).
Как и в предыдущем случае, жидкость двигалась вдоль межфазной границы
против направления вращения, что можно было объяснить только действием
силы Кориолиса.

Рисунок 1.8 — Структура течения в системе несмешивающихся реагирующих
жидкостей во вращающейся ячейке Хеле-Шоу в последовательные моменты

времени [159].

Указанное противоречие разрешается с помощью учета плотностных неод­
нородностей, возникающих в жидкости. Если среда однородная, то вывод о
незначительности силы Кориолиса справедлив. Однако, если среда неоднородна
из-за действия тепловых и концентрационных полей и возмущения плотности
достаточно велики, то ситуация требует более аккуратного вывода модельных
уравнений. В этой связи следует упомянуть серию работ, в которых иссле­
довалось влияние силы Кориолиса на поведение изотермической двухфазной
жидкости [160—162]. Так как вариации плотности здесь были связаны только
с формой межфазной поверхности, математическая модель фокусировала вни­
мание на её деформациях. Существенные деформации поверхности вынудили
автора работы [160] ввести эффект Кориолиса в систему уравнений эффектив­
ным образом. Позднее такой ход обсуждался в [161], где было показано, что
центробежная сила приводит к вытягиванию центральной капли в разных на­
правлениях, в результате чего развивается неустойчивость в виде пальцевидных
отростков. Сила Кориолиса отвечала за азимутальный снос пальцев в направ­
лении, противоположном направлению вращения.

Поскольку результаты экспериментов и численного моделирования несме­
шивающихся жидкостей во вращающейся ячейке Хеле-Шоу демонстрировали
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определенные расхождения, в работах [163—165] впервые было предложе­
но рассмотреть центрифугирование жидкостей, разделенных диффузионной
поверхностью. Авторы позиционировали свою математическую модель как
инструмент для улучшения понимания несмешивающихся систем [165]. Они об­
наружили, что азимутальный угол сноса пальцев линейно зависит от величины
силы Кориолиса [163; 164]. В [165] впервые удалось воспроизвести сложные
перестройки топологии конвективной структуры: взаимное пересечение паль­
цев, распад на отдельные капли и т. д. В работе [166] подведен итог серии
работ: полученная система была классифицирована как система уравнений
конвекции в приближении Буссинеска. Однако процедура вывода уравнений
в [163—166] не была представлена, и введение соответствующего слагаемого
плавучести для силы Кориолиса обосновано не было. В недавней работе [167]
была рассмотрена задача о тепловой конвекции двух смешивающихся жид­
костей, которые помещались в равномерно вращающуюся ячейку Хеле-Шоу
в форме тонкого кольца. Между внешней и внутренней границами кольца
поддерживалась фиксированная разность температур. Анализ устойчивости ос­
новного состояния продемонстрировал, что в данных условиях существует два
режима конвекции: колебательный одновихревой и стационарный двухвихре­
вой. Авторы показали, что увеличение числа Экмана провоцирует переход к
колебательному режиму. Последнее обстоятельство хорошо согласуется с тем
фактом, что спектр неустойчивости Рэлея – Бенара в условиях вращения также
обогащается колебательными возмущениями [58]. Рассмотренная в [167] задача
впервые фокусирует внимание на влиянии температурного поля. Однако неод­
носвязная область не позволяет рассмотреть процессы в область примыкающей
к оси вращения. Последняя интересна тем, что сила Кориолиса в ней может
превалировать над центробежной силой. Кроме того, центральная область ока­
зывается важной в упомянутых ранее технологических приложениях.

1.4 Основные выводы по главе

В настоящей главе приведен краткий обзор современного состояния иссле­
дований, проводимых на стыке химии и механики жидкости. В контексте задач
о конвективном движении химические реакции проявляют себя в роли источни­
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ка локальных изменений температурных и концентрационных полей, что может
повлечь за собой изменение ряда физических свойств среды: плотности, поверх­
ностного натяжения, скоростей диффузии и прочих. В свою очередь, обратное
влияние макроскопического движения среды на ход реакционных процессов
определяется тем, что механическое перемешивание ответственно за направле­
ние и интенсивность массопереноса. Движение среды приводит к изменению
скорости протекания реакции и пространственного распределения ее очагов.
Широкий спектр взаимодействий этих двух процессов обусловливает наличие
множества сценариев развития хемоконвективной неустойчивости, стимулируя
появление все большего числа исследований фундаментального и прикладно­
го характера.

В ряду химических реакций выделяется реакция нейтрализации кислоты
основанием, имеющая простую, но нелинейную кинетику. Данная реакция яв­
ляется одной из самых быстрых, вследствие чего имеет фронтальный характер.
При исследовании конвективного движения в условиях протекания реакции
нейтрализации используется геометрия Хеле-Шоу с двухслойной системой рас­
творов, изначально разделенных в пространстве. Если растворы смешиваются,
то неустойчивая стратификация по плотности приводит к движению в объ­
еме жидкости. До недавнего времени считалось, что для смешивающейся
конфигурации растворов можно провести полную классификацию хемокон­
вективных движений на основе профилей плотности в основном состоянии
реакции – диффузии. В недавних экспериментах были обнаружены режимы
неустойчивости, которые не укладывались в существующую классификацию и
требовали построения новых моделей с учетом движения среды. В результате
исследований несмешивающихся систем было сформировано представление о
типичной картине движения как о неупорядоченной последовательности паль­
чиковых структур в объемной фазе или нерегулярных деформациях границы
раздела. Однако недавние эксперименты с двухслойной системой растворов
демонстрировали формирование упорядоченной последовательности вихрей,
локализованных между границей раздела и плотностным потенциальным барье­
ром. Природа этого барьера долгое время оставалась неясной, и ответственный
за его появление механизм также требует детального изучения.

Большая часть исследований хемоконвекции как в смешивающихся, так
и в несмешивающихся системах растворов проводилась в условиях действия
статического поля тяжести. С точки зрения приложений более перспективной



33

видится вращающаяся конфигурация, где инерционное поле может контроли­
роваться по величине. Как известно, внушительный пласт задач о конвекции
решался в связи с динамикой атмосферы. Предпочтительная для ряда прило­
жений геометрия Хеле-Шоу с системой растворов формально не сводится ни
к одной из этих задач, поэтому здесь, наряду с исследованиями реакционных
процессов, существует необходимость формулировки исходных гидродинамиче­
ских уравнений. В приближении Хеле-Шоу поле скорости двумерно и всюду
ортогонально скорости вращения, вследствие чего уравнения не содержат си­
лу Кориолиса. Данный математический результат находится в противоречии с
экспериментальными свидетельствами азимутального сноса хемоконвективной
структуры против направления вращения, указывающими на существенное вли­
яние этой силы инерции. Таким образом, требуется более тщательный анализ
исходной модели Хеле-Шоу для случая вращения.
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ГЛАВА 2. ХЕМОКОНВЕКЦИЯ В ПОЛЕ ТЯЖЕСТИ

В разделе 1.2 было показано, что при определенных условиях в системе
двух несмешивающихся реагирующих растворов в поле тяжести наблюдается
движение с необычной структурой, которая характеризуется высокой степенью
регулярности (Рис. 1.5). Для объяснения явления выдвигались предположения
об интенсивном тепловыделении в реакционной зоне и влиянии ПАВ на гра­
нице раздела. Данные гипотезы были опровергнуты экспериментами, где оба
фактора были предварительно устранены. Таким образом, вопрос о механизме
спонтанного выравнивания хемоконвективной структуры, изначально развива­
ющейся по сценарию Рэлея – Тейлора, оставался открытым.

Целью настоящей главы является построение теоретической модели, ко­
торая корректно описывает режимы конвективной неустойчивости в системе
реагирующих жидкостей в вертикальной ячейке Хеле-Шоу. В разделе 2.1 раз­
работана модель массопереноса, вызванного силой плавучести в слое с водным
раствором основания и фиксированным значением концентрации кислоты на
верхней свободной границе. Новизна предлагаемого подхода состоит в учете
динамического производства растворителя (воды) в ходе протекания реакции.
С помощью численного моделирования воспроизводятся режимы движения
жидкости, наблюдавшиеся в экспериментах. Раздел 2.2 посвящен формально­
му исследованию поведения системы при изменении безразмерного параметра,
ответственного за интенсивность производства воды. Исследуется вторичная
неустойчивость реакционного фронта на нижней границе пальчиковой струк­
туры. Наконец, в разделе 2.3 кратко представлено описание эксперимента и
проведено сравнение с результатами численного исследования. Основные выво­
ды по главе суммированы в разделе 2.4.
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2.1 Режимы неустойчивости в системе несмешивающихся
растворов

2.1.1 Математическая формулировка задачи

Рассмотрим двухслойную систему несмешивающихся растворов, заполня­
ющих зазор ширины ℎ между двумя параллельными вертикальными пластина­
ми. Предполагается, что течение жидкости в зазоре подчиняется приближению
Хеле-Шоу, что обеспечивается условием малости ℎ по сравнению с размера­
ми пластин. В начале процесса верхний слой заполняется раствором соляной
кислоты в пентаноле, нижний — водным раствором гидроксида натрия. Оба
раствора изначально однородны. Кислота растворима как водной, так и орга­
нической фазе (в последнем случае растворимость частичная [96]). Поэтому её
молекулы могут преодолевать межфазную границу и диффундировать в ниж­
ний слой. Встречный поток щелочи отсутствует, так как она не растворяется
в органике. Таким образом, реакция нейтрализации протекает только в водной
фазе, где оба реагента диссоциируют на ионы:

HCl → H+ + Cl−,

NaOH → Na+ + OH−.

Диссоциация в растворителе считается полной, что соответствует случаю силь­
ной кислоты и сильного основания. Реакция в нижнем слое сопровождается
образованием молекул воды

H+ + OH− → H2O,

при значительном тепловыделении (стандартная энтальпия реакции составля­
ет −57.30 кДж/моль). Ионы натрия Na+ и хлора Cl− по окончании реакции
образуют соль NaCl, растворенную воде. Итоговая схема реакции может быть
упрощенно представлена в виде

𝐴+𝐵
𝐾−→ 𝑆 + H2O +𝑄, (2.1)

где 𝐴, 𝐵 и 𝑆 — концентрации кислоты, основания и соли, 𝑄 — тепловыделение.
Скорость протекания реакции характеризуется константой 𝐾.
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Будем считать, что кислота не обладает поверхностной активностью.
Это позволяет с самого начала исключить процессы, связанные с поверх­
ностным натяжением. Экспериментальные наблюдения на примере соляной
кислоты подтверждают правильность этого допущения [96]. Кроме того, несмот­
ря на экзотермический характер реакции, в рассматриваемых условиях данным
эффектом можно пренебречь, поскольку в эксперименте широкие пластины
ячейки Хеле-Шоу обладают высокой теплопроводностью и обеспечивают быст­
рый теплоотвод из реакционной зоны. В этой связи будем далее считать процесс
изотермическим. В верхнем слое вследствие постепенной потери кислоты воз­
никает направленный вверх градиент концентрации, вследствие чего возникает
концентрационная конвекция Рэлея – Бенара. Однако на протяжении всего
времени наблюдения за двухслойной системой межфазная граница остается
недеформированной. Численное моделирование в работе [168] также показало,
что конвективная неустойчивость в верхнем слое слабо влияет на процессы
в нижнем слое. Следовательно, верхний слой выполняет роль резервуара све­
жей кислоты, что вполне может быть учтено в рамках однослойной модели
с соответствующим граничным условием для концентрации. Таким образом,
рассмотрение сводится к ячейке Хеле-Шоу, однородно заполненной раствором
основания с начальной концентрацией 𝐵0. Верхняя граница предполагается сво­
бодной, и на ней задается фиксированное значение 𝐴0 концентрации кислоты
(Рис. 2.1).

Свяжем с этой системой декартовы ортогональные координаты 𝑥, 𝑦, 𝑧

так, чтобы ускорение силы тяжести 𝑔 = −𝑔𝑛 было ориентировано против оси
𝑦. Систему уравнений движения запишем в следующем виде:

ρ

[︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ (𝑣 · ∇)𝑣

]︂
= −∇𝑝+ η∇2𝑣 + ρ𝑔, (2.2)

∇ · 𝑣 = 0, (2.3)

где 𝑣 = {𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧} — скорость, 𝑝 — давление, η— динамическая вязкость раство­
рителя, ρ — плотность. Для замыкания системы следует добавить к (2.2)–(2.3)
уравнение состояния, связывающее плотность ρ жидкости с другими термо­
динамическими параметрами. Поскольку процесс считается изотермическим,
плотность является функцией давления и концентраций компонентов раствора:

ρ = ρ(𝐶𝑖, 𝑝). (2.4)
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Рисунок 2.1 — Геометрическая конфигурация системы реагирующих жидкостей
в ячейке Хеле-Шоу в декартовых координатах.

В данном уравнении величина 𝐶𝑖 пробегает значения концентраций 𝐴, 𝐵, 𝑆,
которые подчиняются стандартной системе уравнений реакции – диффузии

𝜕𝐴

𝜕𝑡
+ 𝑣 · ∇𝐴 = 𝐷𝐴∇2𝐴−𝐾𝐴𝐵, (2.5)

𝜕𝐵

𝜕𝑡
+ 𝑣 · ∇𝐵 = 𝐷𝐵∇2𝐵 −𝐾𝐴𝐵, (2.6)

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ 𝑣 · ∇𝑆 = 𝐷𝑆∇2𝑆 +𝐾𝐴𝐵, (2.7)

где 𝐷𝐴, 𝐷𝐵, 𝐷𝑆 — коэффициенты диффузии соответствующих компонентов.
Следуя методу, развитому в теории тепловой конвекции, будем считать

справедливым приближение Буссинеска и предположим, что изменениями
плотности за счет перепада давления можно пренебречь по сравнению с из­
менениями, вызванными неоднородностью концентрационных полей. Считая
концентрации 𝐶𝑖 малыми, разложим (2.4) в ряд, оставляя члены первого по­
рядка:

ρ = ρ0 +

(︂
𝜕ρ

𝜕𝐴

)︂
𝐵,𝑆

𝐴+

(︂
𝜕ρ

𝜕𝐵

)︂
𝐴,𝑆

𝐵 +𝑊 (𝑡)

(︂
𝜕ρ

𝜕𝑆

)︂
𝐴,𝐵

𝑆. (2.8)

где зависящая от времени функция 𝑊 (𝑡) описывает динамику производства
воды и будет определена ниже. Коэффициенты 𝜕ρ/ρ0𝜕𝐶𝑖 ≡ β𝑖 играют роль
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коэффициентов объемного расширения для 𝑖-го компонента, а ρ0 представляет
собой плотность растворителя. Подставив (2.8) в (2.2) и переопределив поле
давления как

𝑝 = 𝑝′ − ρ0𝑔𝑦,

получим

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑣 · ∇𝑣 = − 1

ρ0
∇𝑝+ ν∇2𝑣 − ρ0𝑔(β𝐴𝐴+ β𝐵𝐵 + β𝑆𝑊 (𝑡)𝑆)𝑛, (2.9)

где ν — кинематическая вязкость растворителя.
В условиях приближения Хеле-Шоу предполагается отсутствие

𝑧-компоненты скорости у течения. Будем считать, что зависимость продоль­
ных компонент скорости 𝑣𝑥 и 𝑣𝑦 координаты 𝑧 имеет квадратичный характер
(профиль Пуазейля), а поперечная компонента равна нулю:

𝑣𝑥(𝑥,𝑦) =
3

2

(︂
1− 4𝑧2

ℎ2

)︂
𝑢𝑥(𝑥,𝑦), (2.10)

𝑣𝑦(𝑥,𝑦) =
3

2

(︂
1− 4𝑧2

ℎ2

)︂
𝑢𝑧(𝑥,𝑦), (2.11)

𝑣𝑧 = 0, (2.12)

где 𝑢 = {𝑢𝑥, 𝑢𝑦} — двумерное поле скорости в плоскости ячейки Хеле-Шоу.
Усредним все поля поперек слоя ячейки с помощью операции

< ... >=
1

ℎ

∫︁ ℎ/2

−ℎ/2

...𝑑𝑧,

и подставим (2.10)–(2.12) в уравнение (2.9). Получим

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

6

5
𝑢 · ∇𝑢 = − 1

ρ0
∇𝑝+ ν∇2𝑢− 12ν

ℎ2
𝑢− ρ0𝑔(β𝐴𝐴+ β𝐵𝐵 + β𝑆𝑊𝑆)𝑛.(2.13)

Уравнение (2.13) отличается от уравнения Навье-Стокса поправочным коэф­
фициентом 6/5 при адвективном слагаемом, а также дополнительным членом,
пропорциональный скорости. Последний можно интерпретировать как сопро­
тивление границ ячейки Хеле-Шоу. Как и диффузия импульса, этот член
содержит вязкость, но имеет при этом другой знак. Таким образом, в систе­
ме существуют два процесса вязкой диссипации.

Поскольку течение является двумерным, удобно ввести двухполевое опи­
сание в переменных завихренности Φ(𝑥,𝑦) и функции тока Ψ(𝑥,𝑦), таких что
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Φ(𝑥,𝑦) = −∇2Ψ(𝑥,𝑧) и

𝑢𝑥 =
𝜕Ψ

𝜕𝑦
, 𝑢𝑦 = −𝜕Ψ

𝜕𝑥
.

В этих переменных уравнение непрерывности удовлетворяется тождественно,
а (2.13) принимает вид

𝜕Φ

𝜕𝑡
+

6

5

𝜕(Φ,Ψ)

𝜕(𝑥, 𝑦)
= ν∇2Φ− 12ν

ℎ2
Φ− ρ0𝑔

(︂
β𝐴

𝜕𝐴

𝜕𝑥
+ β𝐵

𝜕𝐵

𝜕𝑥
+ β𝑆𝑊

𝜕𝑆

𝜕𝑥

)︂
, (2.14)

где якобиан определяется в виде

𝜕(𝑎, 𝑏)

𝜕(𝑥,𝑦)
=

𝜕𝑎

𝜕𝑥

𝜕𝑏

𝜕𝑦
− 𝜕𝑎

𝜕𝑦

𝜕𝑏

𝜕𝑥
.

Приведем систему к безразмерному виду, выбрав следующие характерные
масштабы величин:

𝑥*, 𝑦* ∼ ℎ, 𝑡* ∼ ℎ2

𝐷𝐴
, 𝑢* ∼ 𝐷𝐴

ℎ
, 𝑝* ∼ ρ0ν𝐷𝐴

ℎ2
, 𝐴*, 𝐵*, 𝑆* ∼ 𝐴0.

В безразмерной форме система уравнений реакции – диффузии – конвекции в
приближениях Буссинеска и Хеле-Шоу примет вид:

∇2Ψ+ Φ = 0, (2.15)
1

𝑆𝑐

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑡
+

6

5

𝜕(Φ,Ψ)

𝜕(𝑥, 𝑦)

)︂
= ∇2Φ− 12Φ−𝑅𝐴

𝜕ρ̂

𝜕𝑥
, (2.16)

𝜕𝐴

𝜕𝑡
+

𝜕(𝐴,Ψ)

𝜕(𝑥, 𝑦)
= ∇2𝐴−𝐷𝑎𝐴𝐵, (2.17)

𝜕𝐵

𝜕𝑡
+

𝜕(𝐵,Ψ)

𝜕(𝑥, 𝑦)
= 𝐷̃𝐵∇2𝐵 −𝐷𝑎𝐴𝐵, (2.18)

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑆,Ψ)

𝜕(𝑥, 𝑦)
= 𝐷̃𝑆∇2𝑆 +𝐷𝑎𝐴𝐵, (2.19)

ρ̂ = 𝐴+𝑅𝐵𝐵 +𝑅𝑆𝑊 (𝑡)𝑆, (2.20)

где для безразмерных величин используются те же обозначения, что и для
размерных.

В начальный момент времени слой жидкости неподвижен и заполнен од­
нородным раствором основания. Это соответствует начальным условиям

𝑡 = 0 : Ψ = 0, 𝐴 = 0, 𝐵 = γ, 𝑆 = 0, (2.21)
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Таблица 1 — Список безразмерных параметров. Оценки приведены для пары
реагентов соляная кислота HCl – гидроксид натрия NaOH, растворенных в

воде.

Параметр Определение Численное значение

𝑆𝑐 ν/𝐷𝐴 299
𝑅𝐴 𝑔β𝐴𝐴0ℎ

3/ν𝐷𝐴 5.39×104

𝑅𝐵 β𝐵/β𝐴 2.44
𝑅𝑆 β𝑆/β𝐴 2.28
𝐷𝑎 𝐾𝐵0ℎ

2/𝐷𝐴 103

𝐷̃𝐵 𝐷𝐵/𝐷𝐴 0.64
𝐷̃𝑆 𝐷𝑆/𝐷𝐴 0.48
γ 𝐵0/𝐴0 –
𝐿 𝐿1/ℎ 30/40
𝐻 𝐿2/ℎ 30/90/40

𝐺 𝐴0

(︁
µH2O

ρH2O
+ µ𝑆

ρ𝑆

)︁
–

где γ = 𝐵0/𝐴0 — отношение начальных концентраций растворов. На верхней
границе зададим постоянное значение концентрации кислоты. Данную грани­
цу будем считать свободной, поэтому касательные напряжения и нормальная
компонента скорости должны обращаться в нуль. Кроме того, граница явля­
ется непроницаемой для молекул соли и основания, поэтому соответствующие
потоки при 𝑦 = 0 также должны быть равны нулю:

Ψ = 0, Φ = 0, 𝐴 = 1,
𝜕𝐵

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝑆

𝜕𝑦
= 0. (2.22)

На твердых границах 𝑥 = 0,𝐿 и 𝑦 = −𝐻 исчезает как скорость жидкости, так
и потоки всех растворенных веществ:

Ψ = 0,
𝜕Ψ

𝜕𝑛
= 0,

𝜕𝐴

𝜕𝑛
= 0,

𝜕𝐵

𝜕𝑛
= 0,

𝜕𝑆

𝜕𝑛
= 0. (2.23)

Переход к безразмерным уравнениям приводит к появлению ряда безраз­
мерных параметров, перечисленных в таблице 1. Число Шмидта 𝑆𝑐 определено
через кинематическую вязкость воды и коэффициент диффузии кислоты HCl.
Число Рэлея 𝑅𝐴 зависит от концентрации кислоты 𝐴0. Последняя не варьиру­
ется в численных экспериментах, поэтому параметр 𝑅𝐴 фиксирован (в таблице
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указано значение параметра, рассчитанное для концентрации 𝐴0 = 1 моль/л).
Числа 𝑅𝐵 и 𝑅𝑆 однозначно определяются выбором реагентов.

Число Дамкелера 𝐷𝑎 представляет собой отношение времени диффузии
вещества к характерному времени протекания реакции. Последнее представля­
ет собой время, за которое в единице объема среды образуется 1 моль продукта
реакции. Как было сказано ранее, нейтрализация является одной из самых
быстрых реакций. Вследствие этого ни один из реагентов не успевает проник­
нуть вглубь раствора другого прежде, чем вступит с ним в реакцию и образует
продукт. Поэтому реакция протекает в узкой зоне, называемой реакционным
фронтом. Теоретическое значение кинетической константы скорости реакции
составляет 𝑘 ≈ 1011л · моль−1 · с−1, что для рассматриваемой системы дает
чрезвычайно большое значение числа Дамкелера 𝐷𝑎 ≈ 1014. Однако необ­
ходимо отметить, что указанное значение 𝑘 рассчитано в идеализированных
условиях полного диффузионного перемешивания. На практике скорость реак­
ционного процесса определяется скоростями переноса вещества в зоне реакции.
Например, если перенос осуществляется только за счет механизма диффузии,
вероятность встречи ионов оказывается настолько малой, что реакция способна
протекать сутками. Напротив, при интенсивном механическом движении сре­
ды скорость реакции увеличивается в десятки раз. Все это создает большие
трудности для определения величины кинетической константы в произвольных
условиях. Тем не менее, можно с уверенностью утверждать, что характерное
время диффузии вещества на несколько порядков больше времени реакции ней­
трализации. Для системы жидкостей это означает возможность образования
плотностных барьеров, которые размываются настолько медленно, что в потен­
циальных ямах с неустойчивой стратификацией может возникнуть конвекция.
В работе [169] была сделана попытка оценить скорость реакции нейтрализации
в бездиффузионном приближении. Авторы получили широкий интервал зна­
чений числа Дамкелера — от 102 до 105. В рассматриваемой задаче примем
значение 𝐷𝑎 = 103, которое согласуется с интервалом [169], не создавая при
этом трудностей для интегрирования уравнений.

Таким образом, полная математическая постановка задачи включает си­
стему уравнений (2.15)–(2.20) с начальными (2.21) и граничными (2.22)–(2.23)
условиями. Единственным управляющим параметром задачи является отноше­
ние γ. Этот параметр однозначно определяет сценарий развития неустойчи­
вости.
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2.1.2 Динамика производства воды в зоне реакции

Основным результатом реакции нейтрализации является образование во­
ды. Появление ее новых молекул приводит к тому, что растворы всех веществ
в зоне реакции становятся разбавленными, а объем данной зоны увеличива­
ется. Этот эффект обычно считается незначительным. Действительно, оценки
показывают, что в 1 литре воды содержится около 55,56 моль растворителя.
При этом дополнительные 1–2 моля, появляющиеся в результате реакции ней­
трализации за единицу времени в разбавленном растворе (менее 1 моль/л),
составляют всего 1–2% от всего объема воды. Тем не менее, важно заметить,
что новые молекулы появляются не равномерно по всей среде, а в узкой зоне
фронта реакции, где влияние данного процесса на движение жидкости может
быть значительным.

Для оценки влияния производства воды введем в рассмотрение зависящий
от времени объем 𝑉𝑟𝑧(𝑡) зоны реакции, который определяется как

𝑉𝑟𝑧(𝑡) = ℎ𝐿1ω(𝑡), (2.24)

гдеω(𝑡) — ширина реакционного фронта. Последняя величина хорошо известна
из кинетической теории реакции нейтрализации (см., например, статью [170]).
Для неограниченной одномерной системы −∞ ⩽ ζ ⩽ ∞ с начальным контак­
том реагентов при ζ = 0 она определяется в виде

ω𝑢𝑛(𝑡) =

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎸⎷
∞∫︀

−∞
ζ2𝐾𝐴(𝑡,ζ)𝐵(𝑡,ζ)𝑑ζ

∞∫︀
−∞

𝐾𝐴(𝑡,ζ)𝐵(𝑡,ζ)𝑑ζ

. (2.25)

Если реакция протекает в конечной двумерной области 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝐿1, −𝐿2 ⩽

𝑦 ⩽ 0 и начальная контактная поверхность реагентов совпадает с границей
𝑦 = 0, то ширину зоны реакции можно вычислить с помощью аналогичного
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усреднения в двух измерениях

ω(𝑡) =

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎸⎷
𝐿1∫︀
0

0∫︀
−𝐿2

𝑥2𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐿1∫︀
0

0∫︀
−𝐿2

𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎸⎷
𝐿1∫︀
0

0∫︀
−𝐿2

𝑦2𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐿1∫︀
0

0∫︀
−𝐿2

𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦

.

(2.26)

Формулы (2.24), (2.26) не учитывают дополнительное расширение зоны
△𝑉 за счет эффекта образования воды. Согласно кинетике реакции нейтрали­
зации, каждая молекула воды появляется вместе с молекулой соли. Поэтому
добавку к объему зоны реакции можно оценить как

△𝑉 (𝑡) = ℎ

(︂
µH2O

ρH2O
+
µ𝑆

ρ𝑆

)︂ 𝐿1∫︁
0

0∫︁
−𝐿2

𝑆(𝑥,𝑦,𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦, (2.27)

где µ𝑖 и ρ𝑖 — молярная масса и плотность соответствующих веществ. Можно
сделать вывод, что концентрация соли в зоне реакции уменьшается как отноше­
ние величин (2.27) и (2.24). Таким образом, окончательный вид поправки для
слагаемого Буссинеска, записанный в безразмерной форме, имеет вид

𝑊 (𝑡) =
1

1 + Δ𝑉 (𝑡)
𝑉𝑟𝑧(𝑡)

, (2.28)

где

Δ𝑉 (𝑡)

𝑉𝑟𝑧(𝑡)
= 𝐺

𝐿∫︀
0

0∫︀
−𝐻

𝑆(𝑥,𝑦,𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦⎯⎸⎸⎸⎷ 𝐿∫︀
0

0∫︀
−𝐻

𝑥2𝐴(𝑥,𝑦,𝑡)𝐵(𝑥,𝑦,𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐿∫︀
0

0∫︀
−𝐻

𝐴(𝑥,𝑦,𝑡)𝐵(𝑥,𝑦,𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦

⎯⎸⎸⎸⎷ 𝐿∫︀
0

0∫︀
−𝐻

𝑦2𝐴(𝑥,𝑦,𝑡)𝐵(𝑥,𝑦,𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐿∫︀
0

0∫︀
−𝐻

𝐴(𝑥,𝑦,𝑡)𝐵(𝑥,𝑦,𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑦

, (2.29)

и 𝐺 — упомянутый ранее безразмерный параметр (см. Таблицу 1).
Завершая математическую формулировку, кратко подчеркнем основную

идею разработанной модели: реакция нейтрализации протекает в узкой фрон­
тальной зоне между растворами кислоты и основания. Поэтому в зоне реакции
практически нет кислоты и основания. Это означает, что производство воды мо­
жет влиять только на концентрацию соли в зоне реакции. Единственное место в
уравнениях (2.15)–(2.20), где концентрация соли влияет на динамику системы —
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слагаемое Буссинеска в уравнении движения (2.20). Данный член модифициру­
ется путем изменения плавучести раствора соли интегральной функцией (2.28).
Эффект концентрационной зависимости диффузии (CDD) соляной кислоты и
ее соли в модели не рассматривается, поскольку для данной пары реагентов
он является достаточно слабым и не может формировать плотностную потен­
циальную яму, которая отчетливо наблюдалась в эксперименте. В [87] было
указано, что эффект CDD хлорида натрия HCl не только в несколько раз сла­
бее, но и имеет противоположный знак по сравнению с аналогичным эффектом,
например, у нитрата натрия HNO3, для которого проводился расчет моде­
ли CDD. Вследствие этого плотностная потенциальная яма, обеспечивающая
пространственную локализацию конвективного движения, не формируется. По
этой причине настоящая модель фокусируется на динамике производства воды.

2.1.3 Метод численного решения

Система уравнений (2.15)–(2.23) решалась численно с использованием ме­
тода конечных разностей в расчетной области 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝐿, −𝐻 ⩽ 𝑦 ⩽ 0. В
большинстве реализаций рассматривалась квадратная область 𝐿 = 40, 𝐻 = 40,
размер которой примерно соответствует размеру нижнего слоя в эксперимен­
тах [96; 168]. Ряд режимов моделировался в областях 𝐿 = 30, 𝐻 = 30 и 𝐿 = 30,
𝐻 = 90. Пространственные дифференциальные операторы аппроксимирова­
лись центральными разностями на равномерной сетке. Использовался ряд сеток
с различным разрешением: 101× 101, 121× 121, 141× 141, 161× 161, 181× 181,
201× 201 и 221× 221. В ходе исследования сходимости численных результатов
при постепенном сгущении сетки было обнаружено, что сетка 181 × 181 дает
наилучший результат с точки зрения точности и затраченного машинного вре­
мени (Рис. 2.2). Соответственно, представленные далее численные результаты
были получены на сетке 181 × 181.

Опишем численную схему более подробно. Дискретный аналог функции
𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) задается величиной 𝑓𝑚

𝑖,𝑘 в точке сетки 𝑖,𝑘 (𝑥𝑖 = 𝑖△𝑥, 𝑦𝑘 = 𝑘△𝑦) и
в момент времени 𝑡 =

∑︀
𝑚Δ𝑡𝑚. Тогда конечно-разностные аналоги уравне­
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Рисунок 2.2 — Среднее значение максимума функции тока в зависимости от
числа узлов сетки в квадратной области 40× 40.

ний (2.15)–(2.20) имеют вид:

−∇2Ψ𝑚+1
𝑖,𝑘 = Φ𝑚+1

𝑖,𝑘 , (2.30)

Φ𝑚+1
𝑖,𝑘 = Φ𝑚

𝑖,𝑘 + 𝑆𝑐Δ𝑡𝑚

[︂
∇2Φ𝑚

𝑖,𝑘 − 12Φ𝑚
𝑖,𝑘 +

6

5𝑆𝑐

𝜕(Φ𝑚
𝑖,𝑘,Ψ

𝑚
𝑖,𝑘)

𝜕(𝑦, 𝑥)
−𝑅𝑎𝐴

𝜕ρ̂𝑚𝑖,𝑘
𝜕𝑥

]︂
, (2.31)

𝐴𝑚+1
𝑖,𝑘 = 𝐴𝑚

𝑖,𝑘 +Δ𝑡𝑚

[︃
∇2𝐴𝑚

𝑖,𝑘 +
𝜕(𝐴𝑚

𝑖,𝑘,Ψ
𝑚+1
𝑖,𝑘 )

𝜕(𝑦, 𝑥)
−𝐷𝑎𝐴𝑚

𝑖,𝑘𝐵
𝑚
𝑖,𝑘

]︃
, (2.32)

𝐵𝑚+1
𝑖,𝑘 = 𝐵𝑚

𝑖,𝑘 +Δ𝑡𝑚

[︃
𝐷𝐵∇2𝐵𝑚

𝑖,𝑘 +
𝜕(𝐵𝑚

𝑖,𝑘,Ψ
𝑚+1
𝑖,𝑘 )

𝜕(𝑦, 𝑥)
−𝐷𝑎𝐴𝑚

𝑖,𝑘𝐵
𝑚
𝑖,𝑘

]︃
, (2.33)

𝑆𝑚+1
𝑖,𝑘 = 𝑆𝑚

𝑖,𝑘 +Δ𝑡𝑚

[︃
𝐷𝑆∇2𝑆𝑚

𝑖,𝑘 +
𝜕(𝑆𝑚

𝑖,𝑘,Ψ
𝑚+1
𝑖,𝑘 )

𝜕(𝑦, 𝑥)
+𝐷𝑎𝐴𝑚

𝑖,𝑘𝐵
𝑚
𝑖,𝑘

]︃
, (2.34)

ρ̂𝑚𝑖,𝑘 = 𝐴𝑚
𝑖,𝑘 +𝑅𝐵𝐵

𝑚
𝑖,𝑘 +𝑅𝑆𝑊 (𝑡)𝑆𝑚

𝑖,𝑘. (2.35)

Пусть в момент 𝑡 известны все поля: Φ𝑚
𝑖,𝑘, Ψ

𝑚
𝑖,𝑘, 𝐴

𝑚
𝑖,𝑘, 𝐵

𝑚
𝑖,𝑘 и 𝑆𝑚

𝑖,𝑘. Расчет
начинается с уравнения (2.31), которое позволяет вычислить новые значения
завихренности Φ𝑚+1

𝑖,𝑘 в момент времени 𝑡 + Δ𝑡𝑚. Следующий шаг состоит в
решении уравнения Пуассона (2.30) с использованием итерационного метода
последовательной верхней релаксации Либмана. Точность решения фиксирова­
на значением 10−4. Результатом итерационного процесса является определение
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функции тока Ψ𝑚+1
𝑖,𝑘 . Затем из решения (2.32)–(2.34) вычисляются новые зна­

чения концентраций 𝐴𝑚+1
𝑖,𝑘 , 𝐵𝑚+1

𝑖,𝑘 , 𝑆𝑚+1
𝑖,𝑘 . Описанная процедура повторяется для

следующего временного шага. Для обеспечения устойчивости явной численной
схемы при расчете очередного шага по времени используется формула Куранта:

Δ𝑡𝑚 =
△𝑥2

2(2 + max(|Ψ|, |Φ|))
. (2.36)

В качестве начального условия для функции тока задается зашумленное поле Ψ
с амплитудой менее 10−3. Вычисление интеграла 𝑊 (𝑡) производится по формуле
трапеций второго порядка точности относительно шага △𝑥:

𝐼 = △𝑥2
𝑁∑︁
𝑖=0

𝑁∑︁
𝑘=0

𝑝𝑖𝑗𝑓
𝑚
𝑖,𝑘,

где

𝑝𝑖𝑘 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1/4, при 𝑖 = 0,𝑁 ; 𝑘 = 0,𝑁 ;

1/2, при

⎧⎨⎩𝑖 = 0 и 𝑖 = 𝑁, 𝑘 = 1,. . . ,𝑁 − 1,

𝑘 = 0 и 𝑘 = 𝑁, 𝑖 = 1,. . . ,𝑁 − 1;

1, при 𝑖 = 1,. . . ,𝑁 − 1, 𝑘 = 1,. . . ,𝑁 − 1.

Для вычисления завихренности на твердых границах используются формулы
Кусковой – Чудова второго порядка точности [171]:

Φ(𝑥,−𝐻) =
1

2△𝑥2
(Ψ(𝑥,−𝐻 + 2△𝑥)− 8Ψ(𝑥,−𝐻 +△𝑥)) . (2.37)

Кратко перечислим ряд используемых далее величин, количественно ха­
рактеризующих нелинейное взаимодействие конвекции и химических реакций.
В последовательные моменты времени двумерные поля концентрации 𝐴(𝑡,𝑥,𝑦),
𝐵(𝑡,𝑥,𝑦), 𝑆(𝑡,𝑥,𝑦) и поле плотности ρ̂(𝑡,𝑥,𝑦) усредняются вдоль поперечной ко­
ординаты 𝑥 (формулы приведены только для плотности)

⟨ρ̂⟩𝑥 (𝑡,𝑦) =
1

𝐿

∫︁ 𝐿

0

ρ̂(𝑡,𝑥,𝑦)𝑑𝑥, (2.38)

и продольной координаты 𝑦

⟨ρ̂⟩𝑦 (𝑡,𝑥) =
1

𝐻

∫︁ 0

−𝐻

ρ̂(𝑡,𝑥,𝑦)𝑑𝑦, (2.39)

для получения одномерных усредненных профилей. Поперечный усредненный
профиль (2.38) дает представление о скорости и интенсивности проникновения
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фронта реакции и конвективных потоков вглубь неподвижного слоя с основа­
нием. Далее он используется для определения линии огибающей пальчиковой
структуры, определяемой как место вдоль оси 𝑦, перед которым усредненная
концентрация 𝐴𝑥(𝑡,𝑦) меньше 10−3. Продольный профиль (2.39) используется
для отслеживания взаимодействия между отдельными вихревыми структура­
ми в реакционной зоне.

Для оценки влияния конвективного перемешивания на скорость реакции
вычисляется величина 𝑅(𝑡), определяемая через объем прореагировавшей зоны:

𝑅(𝑡) =
1

𝐻𝐿

∫︁ 𝐿

0

∫︁ 0

−𝐻

ζ𝑑𝑥𝑑𝑦, (2.40)

где

ζ(𝑡,𝑥,𝑦) = ζ(𝑆(𝑡,𝑥,𝑦)− 𝑆*) =

{︃
0, 𝑆 < 𝑆*,

1, 𝑆 ⩾ 𝑆*.

Здесь ζ обозначает функцию Хевисайда с аргументом в виде разности меж­
ду текущей концентрацией соли в заданном элементе объема и ее пороговым
значением 𝑆* = 10−3. Интеграл (2.40) нормируется объемом расчетной области.

Нижняя граница реакционной зоны находится методом наименьших
квадратов. Набор координат концов пальчиковых структур аппроксимируется
линейной функцией, после чего для количественной оценки отклонения линии
реакционного фронта от прямой вычисляется оценка дисперсии

σ2 =
1

𝑛

𝑛∑︁
1

(𝑦𝑖 − ⟨𝑦⟩)2, (2.41)

где 𝑛 — количество пальчиковых структур, 𝑦𝑖 — координаты их концов, а ⟨𝑦⟩
— положение линии реакционного фронта.

Поскольку хемоконвекция в своем основном масштабе имеет ярко выра­
женную пространственно-периодическую структуру, продольный усредненный
профиль ⟨ρ̂⟩𝑦 (𝑡,𝑥), определяемый выражением (2.39), можно воспринимать как
пространственный сигнал. Для его анализа используется разложение в ряд Фу­
рье, что дает удобную количественную меру динамического изменения длины
волны структуры с течением времени.
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2.1.4 Основное состояние реакция – диффузия

Как видно из рисунка 2.1, вектор силы тяжести ориентирован перпенди­
кулярно границе раздела и начальному положению фронта реакции. Подобная
конфигурация гарантирует существование у задачи (2.15)–(2.23) решения, опи­
сывающего процессы реакции – диффузии при отсутствии макроскопического
движения жидкости. Такое состояние механического равновесия системы бу­
дем называть основным. Если положить скорость жидкости равной нулю, то
все поля концентраций в основном состоянии можно представить как функции
только времени и вертикальной координаты: 𝐴0(𝑡,𝑦), 𝐵0(𝑡,𝑦), 𝑆0(𝑡,𝑦). Изменение
этих полей со временем определяется следующим набором уравнений реакции
– диффузии:

𝜕𝐴0

𝜕𝑡
= ∇2𝐴0 −𝐷𝑎𝐴0𝐵0, (2.42)

𝜕𝐵0

𝜕𝑡
= 𝐷̃𝐵∇2𝐵0 −𝐷𝑎𝐴0𝐵0, (2.43)

𝜕𝑆0

𝜕𝑡
= 𝐷̃𝑆∇2𝑆0 +𝐷𝑎𝐴0𝐵0, (2.44)

Система (2.42)–(2.44) должна быть дополнена теми же начальными и гранич­
ными условиями, что и исходная (2.15)–(2.23).

Решение уравнений в основном состоянии хорошо зарекомендовало себя
при исследовании основных бифуркаций в системе смешивающихся раство­
ров [93]. Данный подход работает для неустойчивости типа Рэлея – Тейлора,
возникающей при помещении слоя более плотной жидкости над слоем менее
плотной. Однако, если развивается неустойчивость диффузионного типа, то по­
рог роста возмущений не может быть определен в рамках подхода основного
состояния. Как известно, неустойчивости типа DD и DLC могут развиваться в
системе с изначально устойчивой стратификацией по плотности [70]. Очевидно,
что динамическое производство воды в ходе реакции нейтрализации также от­
носится к неявным механизмам, потенциал которых раскрывается только при
рассмотрении полной нелинейной задачи (2.15)–(2.23). Тем не менее, решение
в основном состоянии позволяет провести качественный анализ режимов, на­
блюдаемых в эксперименте.

В рамках данной задачи будем варьировать соотношение начальных
концентраций основания и кислоты γ. На рисунке 2.3 представлена бифуркаци­
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онная диаграмма, иллюстрирующая изменение профиля плотности с ростом
параметра γ. На диаграмме можно выделить четыре диапазона изменений
управляющего параметра, которые соответствуют четырем различным сцена­
риям структурообразования в системе.

Рисунок 2.3 — Бифуркационная диаграмма, иллюстрирующая изменение
профиля плотности основного состояния ρ0(𝑡,𝑦) в зависимости от отноше­
ния γ начальных концентраций растворов. Синие квадраты соответствуют
бифуркационным значениям управляющего параметра, красные круги — проме­
жуточным значениям параметра. Все профили показаны в одно и то же время

𝑡 = 2.

Рассмотрим два предельных случая. При γ → 0 концентрация кислоты,
поступающей в реакционную зону, значительно превышает начальную концен­
трацию водного раствора основания. Это означает, что вблизи границы раздела
фаз возникает область плотной жидкости, расположенная над ее менее плотны­
ми слоями, что приведет к возникновению неустойчивости Рэлея – Тейлора.
В противоположном предельном случае γ → ∞ число молекул кислоты, по­
ступающих в реактор, пренебрежимо мало по сравнению с числом молекул
основания. Стратификация по плотности является устойчивой, и в зоне реакции
формируется устойчивый диффузионный слой. Такое состояние не гарантирует
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возникновение неустойчивости диффузионного типа (например, DD), но интен­
сивность процессов массопереноса ожидается заметно меньшей.

При сопоставимых друг другом начальных концентрациях реагентов (γ ≈
1) между диффузией и реакцией устанавливается равновесие, что приводит к
установлению квазистационарных процессов переноса. Можно видеть (Рис. 2.3),
что профиль плотности в этом случае имеет потенциальную яму, состоящую
из двух частей: нижняя часть имеет устойчивую стратификацию, верхняя —
неустойчивую. Условие развития локализованной конвекции в поле тяжести
состоит в том, что плотность в нижней части потенциальной ямы превы­
шает плотность в верхней. Равенство двух значений плотности определяет
точку бифуркации, разделяющую локализованную ячеистую конвекцию (CC) и
глобальную неустойчивость системы (RT). В экспериментальных исследовани­
ях [96] эти режимы были названы соответственно диффузионно-управляемым и
конвективно-управляемым, согласно тому, какой из двух механизмов переноса
определяет перемешивание реагентов. Из расчетов в основном состоянии сле­
дует, что переход между этими режимами осуществляется при γ2 = 0.76. При
дальнейшем увеличении γ глубина и ширина потенциальной ямы уменьшаются.
Еще одна бифуркация происходит при γ3 = 1,94, когда минимум профиля плот­
ности совпадает с координатой свободной поверхности, и возмущения Рэлея –
Тейлора больше не могут развиваться.

Профили плотности в диапазоне 0.16 < γ < 0.76, на первый взгляд,
выглядят типичными для неустойчивости Рэлея – Тейлора. Однако даль­
нейшее исследование нелинейных свойств системы показывает, что в этом
диапазоне развивается специфическая хемоконвективная структура. Пользу­
ясь устоявшейся терминологией для смешивающихся систем, будем называть
ее структурой SW (shock wave), поскольку неустойчивость этого типа также
развивается при промежуточных значениях управляющего параметра между
глобальной неустойчивостью Рэлея – Тейлора и локализованной ячеистой кон­
векцией. В данном режиме масштаб течения также быстро увеличивается за
счет продвижения реакционного фронта в направлении поля тяжести. Как и в
упомянутом ранее случае смешивающихся систем [93], скорость движения фрон­
та велика лишь в сравнении с характерной диффузионной скоростью 𝐷𝐴/ℎ,
и в действительности весьма мала даже по отношению к скорости движения
жидкости в режиме RT. Поэтому аналогия с реальными ударными волнами яв­
ляется условной. Бифуркация, разделяющая сценарии RT и SW, происходит
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при γ1 = 0.16. Особенности течения при данном значении параметра обсуж­
даются далее в контексте влияния производства воды на выравнивание линии
реакционного фронта.

Рисунок 2.4 — Эволюция поля плотности ρ̂ (вверху) и функции тока Ψ (внизу)
в режиме неустойчивости Рэлея – Тейлора при γ = 0.1. Кадры слева направо

соответствуют моментам времени 0.1, 0.2, 0.5 и 1.0.
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2.1.5 Нелинейные режимы хемоконвекции

Обсудим результаты прямого численного решения нелинейной зада­
чи (2.15)–(2.23). Будем двигаться по диаграмме, представленной на рисунке 2.3,
слева направо. На рисунках 2.4–2.7 показано развитие хемоконвективных те­
чений по мере постепенного увеличения отношения начальных концентраций
растворов γ. В размерном выражении этот процесс соответствует уменьше­
нию концентрации кислоты 𝐴0 на свободной границе при фиксированной
концентрации 𝐵0 раствора основания.

Диапазон 0 < γ < 0.16 на рисунке 2.3 отвечает области неустойчиво­
сти Рэлея – Тейлора. Последняя развивается вблизи свободной поверхности
благодаря высокой концентрации кислоты. На рисунке 2.4 показана эволюция
во времени полей плотности ρ̂(𝑡,𝑥,𝑦) и функции тока Ψ(𝑡,𝑥,𝑦) для значения
параметра γ = 0.1, взятого из указанного выше диапазона. Ввиду быстрого
развития неустойчивости, охватывающей все пространство кюветы, численный
расчет проводился в области 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 30, −90 ⩽ 𝑦 ⩽ 0, вытянутой по вер­
тикали. Из рисунка видно, что конвективное движение имеет нерегулярную
пальцеобразную структуру. Число молекул кислоты, поступающее в реактор,
значительно превышает число молекул основания, с которыми кислота может
прореагировать, образуя воду и соль. Поэтому более плотная жидкость с кис­
лотой быстро проникает в объем менее плотного раствора основания, вступая с
ним в реакцию в процессе движения. Интенсивная конвекция Рэлея – Тейлора
характеризуется высокими значениями максимума функции тока (Рис. 2.8, а)
и интенсивным ростом пространственной скорости реакции (Рис. 2.8, б ).

Полное перемешивание в системе достигается уже к моменту времени
𝑡 = 1 (следует отметить, что результаты, представленные на рисунке 2.8, по­
лучены для области 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 30, −30 ⩽ 𝑦 ⩽ 0). В дальнейшем максимальное
значение функции тока начинает постепенно уменьшаться по мере достижения
нисходящими пальчиковыми структурами нижней границы области. Влияние
производства воды в рассматриваемом диапазоне параметров незначительно,
поскольку при существенной разнице концентраций реагентов воздействие реак­
ции нейтрализации на процессы переноса пренебрежимо мало. Поэтому данный
режим можно рассматривать как классическую неустойчивость Рэлея – Тейло­
ра, вызванную разницей плотностей растворов в поле тяжести.
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С ростом отношения γ влияние реакционных процессов на формирование
конвективной структуры в системе усиливается. Увеличение числа молекул,
участвующих в реакции, приводит к более интенсивному образованию воды
и соли на реакционном фронте. Уже в режиме Рэлея – Тейлора (Рис. 2.4)
можно заметить, что палец представляет собой неоднородное образование: плот­
ности его частей существенно различаются. В то время как центральная часть
пальца по отношению к слою с раствором основания является более плотной,
узкая область зоны реакции имеет меньшую плотность. Таким образом, часть
пальчиковой структуры в поле тяжести движется вниз, другая часть — вверх.
Суммируя вклады различных эффектов, можно сделать вывод, что палец как
целое по-прежнему плотнее раствора основания, вследствие чего движется вниз
по направлению силы тяжести. Но с ростом γ это условие в конечном сче­
те должно нарушиться. Для того чтобы проследить переход системы к новой
структуре, рассмотрим результаты моделирования при бифуркационном зна­
чении γ1 = 0.16.

Рисунок 2.5 — Эволюция поля плотности ρ̂ (вверху) и функции тока Ψ (внизу)
в промежуточном (смешанном) режиме неустойчивости при бифуркационном
значении γ = 0.16. Кадры слева направо соответствуют моментам времени 0.1,

0.2, 0.5 и 1.0.

Рисунок 2.5 демонстрирует конвективное движение в переходном со­
стоянии системы. Здесь можно наблюдать начало вторичной неустойчивости
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реакционного фронта, плотность которого существенно уменьшается в срав­
нении с плотностью ядра пальчиковых структур, насыщенных кислотой. Это
происходит благодаря разбавлению раствора за счет образования воды. Одним
из следствий этого процесса является спонтанное возникновение восходящих
концентрационных факелов (плюмов), формирующихся на фронте реакции
(Рис. 2.5, 𝑡 = 1). В дополнение к этой локальной неустойчивости, рисунок 2.5
иллюстрирует и глобальное изменение структуры движения жидкости. За счет
уменьшения плотности фронта кончики пальцев постепенно выравниваются по
горизонтали. Их плавучесть становится нейтральной, поэтому данное состояние
можно охарактеризовать как своеобразную «левитацию». Тем не менее, поток
кислоты продолжает генерировать неустойчивость в области, близкой к сво­
бодной поверхности (см. профиль плотности при γ = 0.16 на рисунке 2.3).
Неустойчивость в верхней части пальцев и нейтральная плавучесть их нижней
части приводят к тому, что пальцы становятся шире, образуя структуру из
тесно прилегающих друг другу конвективных ячеек. Этот режим демонстриру­
ет смешанное состояние системы (mixed-mode, MM), являющееся переходным
между режимами RT и SW. На рисунке 2.8 можно видеть, что интенсивность
течения и скорость реакции в режиме MM значительно уменьшаются по срав­
нению с RT-конвекцией.

Рисунок 2.6 — Эволюция поля плотности ρ̂ (вверху) и функции тока Ψ (внизу)
в режиме неустойчивости SW при γ = 0.4. Кадры слева направо соответствуют

моментам времени 0.1, 1.0, 2.0 и 5.0.
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На рисунке 2.6 изображена эволюция полей плотности и функции тока
при значении γ = 0.4. Можно видеть характерную хемоконвективную структу­
ру в виде периодической последовательности плотно прижатых друг к другу
пальцев, кончики которых образуют единый фронт. Этот фронт относительно
быстро движется вниз, оставаясь при этом плоским. Данный сценарий развития
неустойчивости напоминает структуру, которая наблюдалась в эксперименте с
двухслойной системой органических реагентов, растворенных в воде и цикло­
гексане [63] (см. Рис. 1.4, б ). Недавние эксперименты [96] с неорганическими
реагентами также продемонстрировали схожую картину течения. Кроме того,
режим неустойчивости, изображенной на рисунке 2.6, похож на ударно-волно­
вой режим конвекции, обнаруженный в смешивающихся системах [90; 92; 93]. В
последнем случае конвективное движение также было ограничено плотностным
потенциальным барьером, который формировался за счет механизма концентра­
ционно-зависимой диффузии. В настоящей же задаче основным механизмом
поддержания барьера и стабилизации возмущений Рэлея – Тейлора является
облегчение зоны реакции за счет образования воды.

Рисунок 2.7 — Эволюция поля плотности ρ̂ (вверху) и функции тока Ψ (внизу)
в режиме квазистационарной ячеистой конвекции CC при γ = 1.0. Кадры слева

направо соответствуют моментам времени 2.0, 5.0, 10.0 и 20.0.

При дальнейшем увеличении γ возмущения Рэлея – Тейлора становятся
локальными. Бифуркация системы в это состояние происходит при условии ра­
венства плотностей на краях потенциальной ямы. Расчет профилей плотности
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Рисунок 2.8 — Эволюция (а) максимума абсолютной величины функции тока
|Ψ|max и (б ) пространственной скорости реакции 𝑅(𝑡) для значений управляю­

щего параметра γ = 0.1, γ = 0.16, γ = 0.4 и γ = 1.0.

в основном состоянии (Рис. 2.3) показывает, что это происходит при γ = 0,76.
Таким образом, в диапазоне 0,76 < γ < 1,94 можно наблюдать развитие
неустойчивости, которая локализована внутри потенциальной ямы. На рисун­
ке 2.7 показан типичный характер эволюции полей плотности и функции тока
при γ = 1, лежащем в указанном диапазоне. Можно видеть, что в ограниченном
сверху и снизу плотностными барьерами пространстве формируется перио­
дическая последовательность хемоконвективных вихрей. Профиль основного
состояния при γ = 1 указывает на то, что поток кислоты под границей раз­
дела формирует градиент концентрации, направленный вверх. Следовательно,
движение жидкости внутри потенциальной ямы представляет собой типичную
конвекцию Рэлея – Бенара в слое со свободной верхней границей. Отметим,
что аналогичная структура движения ранее наблюдалась в системе смешиваю­
щихся водных растворов [87; 92; 93]. Данное обстоятельство свидетельствует в
пользу того, что межфазная граница не является причиной строгой простран­
ственной периодичности конвективных ячеек. Рисунок 2.7 также иллюстрирует,
что ширина потенциальной ямы со временем растет. Это расширение проис­
ходит преимущественно за счет диффузионных процессов, поэтому является
более медленным, нежели в режиме неустойчивости SW. Вслед за шириной
потенциальной ямы растет длина волны конвективной структуры. Перенос
реагентов происходит практически стационарным образом, и система может
оставаться в рассматриваемом состоянии достаточно долго ввиду их медленно­
го расхода (Рис. 2.8).
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2.2 Спонтанное упорядочение конвективной структуры

2.2.1 Механизм формирования регулярной структуры

Динамика рассматриваемой системы с использованием конкретных рас­
творов уникальным образом определяется значением параметра γ = 𝐵0/𝐴0. Это
единственный безразмерный параметр задачи, который может варьироваться в
эксперименте с заданной парой реагентов. Изменение γ приводит к последова­
тельности бифуркаций, вследствие которых в системе реализуются различные
сценарии развития неустойчивости (Рис. 2.3). Характерные пространственно­
временные структуры, реализующиеся в каждом случае, отличаются друг от
друга масштабом и степенью регулярности. В частности, наблюдается эф­
фект спонтанного упорядочения пальчиковой структуры в диапазоне значений
0.16 < γ < 1.94, в котором пространственное развитие неустойчивости ограни­
чивается снизу потенциальным барьером (Рис. 2.6). Этот барьер движется вниз
от межфазной поверхности, расширяя область локализации хемоконвективного
движения. Спонтанное упорядочение структуры объясняется вкладом инте­
грального соотношения (2.28), которое описывает производство растворителя
в зоне реакции. Традиционный сценарий развития неупорядоченного движе­
ния подразумевает дестабилизацию системы, когда в начале процесса более
плотный слой жидкости находится выше менее плотных слоев. Действительно,
если концентрация кислоты достаточно велика, система следует именно этому
сценарию (Рис. 2.4).

Механизм, ответственный за специфику наблюдавшейся структуры тече­
ния, схематично представлен на рисунке 2.9. Изначально более плотный поток
свежей кислоты под действием силы тяжести направлен вниз. При встрече с ос­
нованием кислота вступает в реакцию, которая имеет фронтальный характер.
На фронте реакции молекула кислоты замещается молекулой соли, что должно
приводить к еще большей дестабилизации системы, поскольку 𝑅𝑆 > 1. Если в
математической модели игнорируется эффект производства воды, то численное
моделирование всегда предсказывают развитие неустойчивости Рэлея – Тейло­
ра, приводящей к нерегулярной структуре течения (Рис. 2.9, a). Однако данный
вывод не согласуется с экспериментальными наблюдениями [96; 168].
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Рисунок 2.9 — Схематическое изображение хемоконвективных течений, возника­
ющих в рассматриваемой системе: (а) нерегулярная структура конвекции Рэлея

– Тейлора; (б ) регулярная ячеистая конвекция.

Если производство воды учитывается, наблюдается другой сценарий раз­
вития неустойчивости, который хорошо согласуется с экспериментом (Рис. 2.9,
б ). Данный эффект проявляется по мере того, как в реакционной зоне протека­
ет одновременно несколько процессов. Во-первых, при объединении ионов H+ и
OH− в молекулу воды, объем последней существенно увеличивается при той же
молекулярной массе [74], что обеспечивается неравенством 𝑅𝑆 < 1+𝑅𝐵 (см. таб­
лицу 1). Во-вторых, производство воды в узкой области зоны реакции приводит
к разбавлению раствора соли. Можно указать и третий эффект, который здесь
не учитывается: так как реакция нейтрализации является экзотермической, то
реакционная зона разогревается прежде, чем часть тепла диффундирует в дру­
гие части системы. Как результат, все указанные эффекты ведут к облегчению
реакционной зоны по отношению как к раствору основания, так и к раство­
ру кислоты.

В итоге сценарий развития неустойчивости выглядит следующим обра­
зом. На начальном этапе происходит нерегулярное движение тяжелых пальцев
вниз (Рис. 2.9, a). По мере их продвижения узкая зона реакции, разделяющая
пальцы и раствор основания, становится легче. При этом каждая пальчиковая
структура состоит из плотного ядра с кислотой и оболочки, плотность которой
постепенно снижается. Это приводит к торможению пальцев и постепенному
выравниванию их кончиков вдоль горизонтальной линии (Рис. 2.9, б ). Данный
эффект можно интерпретировать как спонтанное возникновение потенциально­
го барьера, который препятствует проникновению хемоконвективного течения
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в область, лежащую ниже определенной линии. В результате пальцы образуют
квазирегулярную структуру вихрей.

В этой связи интересна еще одна аналогия с распространением волн. В
теории мелкой воды параллельность набегающих волн и береговой линии объяс­
няется тем, что скорость распространения волн пропорциональна квадратному
корню из глубины водоема: 𝑣 =

√
𝑔ℎ. Таким образом, если какая-либо часть

волнового фронта оказывается ближе к берегу, ее скорость уменьшится по
сравнению с отстающими частями, в результате чего фронт будет выравнивать­
ся по мере уменьшения глубины. В случае неустойчивости SW, схематически
представленной на рисунке 2.9, аналогичный процесс происходит с отдельными
пальцами, которые способны пересечь линию фронта при достаточно высо­
кой плотности ядра с кислотой. Однако в этом случае насыщенный кислотой
кончик пальца оказывается погружен в щелочной раствор, вследствие чего по­
вышается интенсивность реакции с образованием воды. В результате плотность
кончика пальца и скорость его движения уменьшаются до тех пор, пока не
установится равновесная структура, ограниченная плоским потенциальным ба­
рьером (Рис. 2.9, б ). Отметим, что с течением времени зона реакции становится
настолько легкой, что в системе возникает вторичная неустойчивость реакци­
онного фронта. Это явление более подробно обсуждается ниже.

До сих пор рассмотрение велось для конкретной пары реагентов HCl –
NaOH. Параметр, ответственный за интенсивность производства воды, имеет
фиксированное постоянное значение 𝐺 = 0.045, которое определяется мо­
лярными массами и плотностями растворенных веществ и растворителя (см.
таблицу 1). Описанный выше режим хемоконвекции SW существует в диапа­
зоне 0.16 < γ < 0.76. Нижний предел этого диапазона отвечает настолько
низкой плотности раствора основания, что производства воды оказывается
недостаточным для достижения эффекта «левитации» кончиков пальцев. Если
параметр γ становится ниже бифуркационного γ* = 0.16, то реализуется пере­
ходный режим (MM), где вихревые структуры не выравниваются вдоль одной
линии, хотя отдельные характерные черты (например, плотный ряд пальцев)
и значения характеристик (длина волны) сохраняются. Режим MM является
переходным между регулярной структурой и неупорядоченной системой паль­
цев без фиксированной области локализации. Такая перестройка течения при
изменении управляющего параметра γ, очевидно, должна зависеть от количе­
ства воды, произведенного в зоне реакции. Последнее напрямую зависит от
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значения параметра 𝐺, поскольку в конечном счете именно он ответственен за
пространственное упорядочение конвективной структуры.

Рисунок 2.10 — Схематическое изображение молекулярной упаковки двух
гипотетических веществ, соответствующих двум асимптотическим значениям
параметра 𝐺: (а) 𝐺 ≫ 1; (б ) 𝐺 ≪ 1. Более крупные круги изображают моле­

кулы, имеющие большую молярную массу.

Таблица 2 — Параметр 𝐺, рассчитанный для гомологического ряда солей
щелочных металлов при 𝐴0 = 1 моль/л.

Вещество µ𝑖 [г/моль] ρ𝑖 [г/см3] 𝐺𝑖

LiCl 42.39 2.07 0.038
NaCl 58.44 2.16 0.045
KCl 74.55 1.98 0.055
CsCl 168.36 3.99 0.06
RbCl 120.92 2.80 0.061

Обсудим влияние параметра 𝐺 на структуру течения, не конкретизи­
руя реагенты. Поскольку варьирование данного параметра в эксперименте
затруднительно, такое исследование носит в значительной степени формаль­
ный теоретический характер. Как известно, имеется весьма небольшой перечень
неорганических кислот, которые могут растворяться в органической фазе. Из
общих соображений понятно, что большие значения параметра 𝐺 отвечают
веществам, молекулы которых имеют большую молярную массу, но разрежен­
ную упаковку (сравнительно низкая плотность). Как видно из уравнений (2.20)
и (2.28), плотность зоны реакции в этом случае стремится к плотности раство­
рителя. Обратная асимптотика 𝐺 → 0 соответствует веществам, которые имеют
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плотную упаковку при небольшой молярной массе молекул. В этом случае эф­
фектом «левитации» пальчиковых структур можно пренебречь. Рисунок 2.10
схематически иллюстрирует два вида упаковки гипотетических веществ, отвеча­
ющим двум описанным предельным случаям. В таблице 2 приведены значения
параметра 𝐺, рассчитанные для гомологического ряда солей щелочных метал­
лов. Из таблицы видно, что значение 𝐺 постепенно увеличивается от лития к
рубидию. Далее будем рассматривать влияние изменения 𝐺 на динамику, счи­
тая его управляющим параметром задачи и фиксируя отношение начальных
концентраций реагентов на значении γ = 0.16.

2.2.2 Влияние интенсивности производства воды

Важно отметить, что вклад производства воды в эволюцию является ку­
мулятивным и существенно зависит от времени рассмотрения процесса. Из
выражения (2.28) видно, что величина вклада зависит от концентрационных
полей 𝐴, 𝐵 и 𝑆. Изменения последних определяются как реакционно-диф­
фузионными процессами, так и хемоконвекцией. При интенсивном движении
жидкости зависимость интеграла (2.28) от макроскопического движения рас­
творов становится доминирующей. Поскольку изучение системы в основном
состоянии реакции-диффузии исключает это движение, такой анализ не имеет
особого смысла. Поэтому рассмотрим динамические свойства полной нелиней­
ной задачи, включающей хемоконвекцию.

На рисунке 2.11 показано, как изменяется структура течения при из­
менении параметра 𝐺. Верхний и нижний ряды кадров соответствуют более
раннему и более позднему времени. Распределения плотности слева направо со­
ответствуют значениям 𝐺 = 0, 0.015, 0.05, 0.07. Как видно из рисунка, система
эволюционирует от неупорядоченной конвекции Рэлея – Тейлора к более регу­
лярной структуре в режиме SW. Рассмотрим этот переход подробнее. Случай
𝐺 = 0, показанный на рисунке 2.11 а, д, соответствует классической конвек­
ции Рэлея – Тейлора. Изначально неустойчивая стратификация по плотности
сохраняется на протяжении всего времени эволюции, поскольку производство
воды оказывает пренебрежимо малое влияние на плотность реакционной зоны.
С увеличением 𝐺 это влияние увеличивается. Каждый палец становится все лег­
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Рисунок 2.11 — Эволюция полей плотности ρ̂(𝑥,𝑦,𝑡), демонстрирующая нелиней­
ное развитие течения при значениях параметра 𝐺 = 0 (а, д ), 0.015 (б, е), 0.05
(в, ж) и 0.07 (г, з). Кадры слева направо и сверху вниз относятся к временам

𝑡 = 0.7 (а), 1.0 (б ), 1.2 (в), 1.7 (г), 1.0 (д ), 1.8 (е), 2.2 (ж) и 3.9 (з).

че относительно нижнего слоя, что приводит к возникновению более высокого
потенциального барьера, ограничивающего конвективное движение. Видно, что
в ходе этого процесса кончики пальцев постепенно выравниваются, и структу­
ра становится более регулярной. При малом значении 𝐺 этот процесс занимает
некоторое время: на рисунках 2.11 б, е, показаны поля плотности в моменты
времени 1 и 1.8 для значения управляющего параметра 𝐺 = 0.015. При боль­
ших 𝐺 процесс выравнивания происходит уже на ранней стадии эволюции, как
это показано на том же рисунке при 𝐺 > 0.015.

Пусть имеется набор точек (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) в 2D-пространстве, который соответ­
ствует координатам кончиков пальцев. Этот набор может с течением времени
меняться, поскольку в ходе эволюции пальчиковые структуры спонтанно появ­
ляются и исчезают. Вычислим дисперсию σ2, характеризующую меру разброса
точек относительно прямой линии, определенную в соответствии с (2.41). Вели­
чина дисперсии служит естественным индикатором перехода между режимами
неустойчивости RT и SW. Ее обращение в нуль для некоторого 𝐺 означает,
что все точки строго лежат на одной прямой. На рисунке 2.12 изображена
диаграмма перехода RT → SW. Черная линия на вставке представляет со­
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Рисунок 2.12 — Бифуркационная диаграмма, иллюстрирующая выравнивание
кончиков пальцев вдоль линии фронта при изменении параметра 𝐺.

бой приближенный «фронт» конвективной структуры и определяется путем
минимизации суммы квадратов отклонений 𝑦-координат пальцев от среднего
значения. Точки на диаграмме представляют собой значение дисперсии, усред­
ненное по времени, начиная с момента, когда структура считается достаточно
развитой для определения координат кончиков пальцев. Из представленной диа­
граммы можно заключить, что переход от режима RT к режиму SW конвекции
происходит при значении управляющего параметра 𝐺* ≈ 0.028 (Рис. 2.12).

Рисунок 2.13 — Изменение со временем положения линии огибающей 𝑦𝐹𝑇 для
трех значений параметра 𝐺 = 0.02 (круги), 0.05 (квадраты) и 0.07 (треуголь­
ники). В каждом случае данные аппроксимированы линейной зависимостью.
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2.2.3 Динамика вблизи реакционного фронта

Рассмотрим динамику нижней границы хемоконвективной структуры в
окрестности бифуркационного значения 𝐺*. Рисунок 2.13 иллюстрирует измене­
ние положения потенциального барьера с течением времени для трех значений
параметра 𝐺 выше точки бифуркации. Видно, что по мере стремления 𝐺 к би­
фуркационному значению 𝐺*, положение нижней границы вихревой структуры
испытывает заметные осцилляции. Это связано с тем, что вблизи точки 𝐺 ∼ 𝐺*

огибающая кончиков пальцев испытывает большие деформации. В результате
скорость изменения ее среднего положения также меняется со временем. При
более высоких значениях 𝐺 движение линии огибающей является практически
стационарным, причем ее скорость с ростом 𝐺 уменьшается. Эти наблюдения
хорошо согласуются с поведением пространственной скорости реакции 𝑅(𝑡),
представленным на рисунке 2.14. Как и в случае огибающей, движение жид­
кости в ядре пальчиковой структуры приближается к стационарному с ростом
𝐺 (Рис. 2.15). Скорость движения плотной кислоты в пальце более чем на по­
рядок превосходит скорость движения фронта. Это свидетельствует о том, что
замедление жидкости в основном происходит в непосредственной близости к
слою с раствором основания, где реакция протекает наиболее интенсивно.

Рисунок 2.14 — Эволюция пространственной скорости реакции 𝑅(𝑡) для трех
значений параметра 𝐺 = 0.02 (круги), 0.05 (квадраты) и 0.07 (треугольники).

Обсудим теперь вторичную неустойчивость реакционного фронта,
наблюдавшуюся ранее при численном моделировании. Удобнее всего про­
иллюстрировать данное явление с помощью пространственно-временных
диаграмм. Поскольку восходящие плюмы имеют тенденцию возникать на
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Рисунок 2.15 — Изменение со временем координаты 𝑦𝑗𝑒𝑡 максимума плотности в
струе с кислотой внутри пальчиковой структуры для трех значений параметра

𝐺 = 0.02 (круги), 0.05 (квадраты) и 0.07 (треугольники).

Рисунок 2.16 — Методика построения пространственно-временной диаграммы:
(a) Мгновенное поле плотности при 𝐺 = 0,02 в момент времени 𝑡 = 2.2; (б )
Пространственно-временная диаграмма в сечении поля плотности 𝑦𝐹𝑇 (𝑡), дви­

жущемся вслед за огибающей кончиков пальцев.

кончиках пальцев, будем строить пространственно-временную диаграмму в
поперечном сечении вблизи нижней границы хемоконвективной структуры.
Равномерное движение потенциального барьера, ограничивающего пальцы в
режиме SW (𝐺 > 𝐺*), позволяет построить диаграмму в сечении, которое
движется вниз с той же скоростью, что и барьер (Рис. 2.16). Представленная
на рисунке линия, отмечающая среднее положение кончиков пальцев (красная
линия), движется вниз по закону 𝑦𝐹𝑇 (𝑡) = 𝑉 𝑡, где 𝑉 = −4 — скорость нижней



66

Рисунок 2.17 — Пространственно-временные диаграммы, построенные для по­
перечного сечения 𝑦𝐶𝑆(𝑡) при 𝑡 ∈ [0.5; 4] для трех значений параметра 𝐺 = 0.02

(а), 0.05(б ) и 0.07 (в). Интервал 𝑡 ∈ [0; 0.5] игнорируется, поскольку он со­
ответствует переходной динамике, и расчет положения поперечного сечения

затруднен.

границы вихревых структур (см. Рис. 2.13). Сечение, для которого строится
диаграмма (желтая линия), располагается выше и движется по аналогичному
закону 𝑦𝐶𝑆(𝑡) = 𝑉 𝑡 + 𝑦0, где 𝑦0 = 4 — расстояние между сечением и нижней
границей. На рисунке демонстрируется одно и то же явление, наблюдаемое
в координатах (𝑥, 𝑦) в фиксированный момент времени (Рис. 2.16, a), и в
координатах (𝑥, 𝑡) при фиксированной координате 𝑦 (Рис. 2.16, б ). В синюю
рамку обведен плюм, зарождающийся на нижней границе пальца. Хотя процесс
на обоих кадрах выглядит схожим, первый график показывает мгновенную
картину развития неустойчивости во всей кювете за время 𝑡 = 2.2, в то время
как диаграмма отображает все промежуточные фазы структурообразования
на реакционном фронте за интервал 𝑡 ∈ [2,3]. В частности, на диаграмме
наблюдается всплытие плюма до момента 𝑡 ≈ 2.4, когда он достигает правой
границы пальца и «разрезает» его. Момент рождения плюма в результате
вторичной неустойчивости реакционного фронта выглядит на (𝑥,𝑡)-диаграмме
как типичная дислокация, а слияние темных линий следует интерпретировать
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как уничтожение пальцев с наименьшей длиной волны путем их выталкивания
вверх из плотного ряда вихревых структур.

Рисунок 2.18 — Спектр мощности сигнала ⟨ρ⟩𝑦 (𝑡,𝑥) в последовательные момен­
ты времени 𝑡 = 0.8 (a), 2.0 (б ) и 𝑡 = 3.0 (в) для значений параметра 𝐺 = 0.02

(красная линия), 0.05 (синяя линия) и 0.07 (черная линия).

Рисунок 2.19 — Эволюция во времени ведущего волнового числа 𝑘 для значений
параметра 𝐺 = 0.02 (красные круги), 0.05 (синие квадраты) и 0.07 (черные

треугольники).

На рисунке 2.17 показаны (𝑥,𝑡)-диаграммы для трех значений парамет­
ра 𝐺. Из рисунка ясно, что динамика вторичной неустойчивости реакционного
фронта включает спонтанные процессы рождения и уничтожения пальчиковых
структур и их нерегулярные движения вдоль оси 𝑥. Количество дислокаций в
распределении ρ̂(𝑥, 𝑡) демонстрирует интенсивность процесса образования плю­
мов. Рассмотрение диаграмм приводит к выводу, что устойчивость вихревой
структуры по отношению к возмущениям реакционного фронта повышается с
ростом параметра 𝐺: для этого стоит сравнить случаи 𝐺 = 0.02 (Рис. 2.17, а)
и 𝐺 = 0.07 (Рис. 2.17, в). Вторичная неустойчивость приводит к следующему
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интересному эффекту. Как правило, рождение плюма происходит вблизи кон­
чика пальцев, достигающих определенной (достаточно большой) длины волны.
В процессе движения вверх по течению плюм делит палец на две части, что
приводит к локальному уменьшению длины волны структуры. Это резко кон­
трастирует с присущим конвективной неустойчивости огрублением структуры
(непрерывным увеличением длины волны со временем). Учитывая, что грани­
ца конвективной зоны движется вниз с постоянной скоростью, процесс деления
приводит к увеличению аспектного отношения вихрей.

На рисунке 2.18 приведен спектр Фурье усредненной по вертикали функ­
ции ⟨ρ⟩𝑦 в последовательные моменты времени 𝑡 = 0.8, 2, 3, 4. Поскольку
ширина пространства кюветы и, как следствие, длина получаемого сигнала
существенно ограничена, в спектре наблюдается паразитная длинноволновая
составляющая (левые части спектров). Также в спектре отчетливо видна хаоти­
ческая динамика, являющаяся результатом спонтанного образования плюмов
(правые части спектров). Тем не менее, в каждом случае можно приблизи­
тельно выделить характерное волновое число 𝑘1, соответствующее основной
гармонике сигнала ⟨ρ⟩𝑦. Из рисунка видно, что в начале эволюции наблюдается
медленное увеличение длины волны крупномасштабной конвективной струк­
туры. Этот факт обусловлен постепенным расширением потенциальной ямы с
течением времени, в результате чего масштаб движения также увеличивается.
На первый взгляд, рассматриваемая система следует стандартному сценарию
огрубления структуры. На рисунке 2.19 показана временная эволюция ведуще­
го волнового числа 𝑘1, для трех характерных значений параметра 𝐺. Вопреки
ожидаемой тенденции к огрублению, ведущее волновое число вихревой структу­
ры постепенно приближается к асимптотическому значению 𝑘1 ≈ 1. Основной
причиной, по которой длина волны сохраняется приблизительно постоянной,
служит рассмотренная выше вторичная неустойчивость реакционного фронта.

2.3 Сравнение с экспериментом

Вкратце изложим методику эксперимента, проведенного авторами ра­
бот [96; 168] в рассматриваемой системе реагирующих жидкостей. Кювета
представляла собой вертикально ориентированную ячейку Хеле-Шоу, образо­
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ванную двумя стеклянными пластинами, разделенными тонкой стеклянной
прокладкой толщиной ℎ = 0.12 см. Ширина полости составляла 𝑏 = 5 см,
высота 𝑎 = 10 см. Перед каждым экспериментом в полости формировалась
двухслойная система несмешивающихся жидкостей. Плотность верхнего слоя

Рисунок 2.20 — Карта устойчивости на плоскости начальных концентраций рас­
творов (𝐴0,𝐵0). Закрашенные символы соответствуют результатам численного

моделирования.

всегда была меньше плотности нижнего, чтобы исключить развитие неустой­
чивости Рэлея – Тейлора границы раздела. Нижний слой формировался из
водного раствора гидроксида натрия NaOH, концентрация которого 𝐵0 варьи­
ровалась в диапазоне от 0.1 до 6.0 моль. Верхний слой представлял собой
раствор соляной кислоты HCl в 1-пентаноле, ее концентрация 𝐴0 варьировалась
в диапазоне от 0.1 до 3.0 моль. Поскольку из-за разной растворимости концен­
трация кислоты в воде отличается от концентрации в органическом слое, для
определенности в тексте везде указывается ее значение в воде. Неоднородно­
сти показателя преломления, вызванные вариациями концентрации реагентов
и продукта реакции, визуализировались с помощью интерферометра Физо. Кро­
ме того, поскольку характерное диффузионное время более чем на два порядка
превосходит вязкое (для данной системы 𝑆𝑐 = 299), изолинии концентрации
оказываются вмороженными в жидкость, что позволяет использовать интерфе­
ренционные полосы для визуализации картины течения. Добавление в каждый
слой небольшого количества универсального кислотно-основного индикатора,
способного изменять цвет раствора в широком диапазоне значений pH, позво­
ляло визуализировать пространственное распределение реагентов. Изменения
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интерференционной картины и распределения pH регистрировались с помощью
видеокамеры с высоким пространственно-временным разрешением. Все экспе­
рименты проводились при комнатной температуре (23 ± 1) ∘C.

Рисунок 2.21 — Эволюция хемоконвективного движения в режиме CC при γ =

0.95. Для каждого времени представлена интерферограмма (слева) и поле pH
(справа).

Рисунок 2.22 — Эволюция хемоконвективного движения в режиме RT при γ =

0.15. Для каждого времени представлена интерферограмма (слева) и поле pH
(справа).

Рисунок 2.23 — Эволюция хемоконвективного движения в режиме SW при γ =

0.4. Для каждого времени представлена интерферограмма (слева) и поле pH
(справа).
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В подтверждение результатов численного моделирования, эксперимен­
тально наблюдаемые картины течения также позволяют выделить четыре
режима развития процессов реакции – диффузии – конвекции, возникающих
в нижнем слое. Области устойчивости режимов на плоскости начальных кон­
центраций 𝐴0 и 𝐵0 представлены на рисунке 2.20.

Когда значение γ достаточно велико, единственным механизмом транс­
порта реагентов к реакционному фронту является диффузия. В этом случае
в системе формируется устойчивый диффузионный слой (DL). Поскольку
вещества диффундируют навстречу друг другу и скорости их диффузии
различаются, по прошествии длительного времени под слоем развивается
неустойчивость двойной диффузии в виде пальцев, распространяющихся вниз.
Данный режим имеет целиком диффузионную природу и не рассматривается
здесь подробно. При уменьшении управляющего параметра было обнаружено,
что в диапазоне 0.76 < γ < 1.2 часть диффузионной зоны, расположенная под
межфазной поверхностью, сразу становится неустойчивой. В результате появля­
ется ряд хемоконвективных ячеек, локализованных в пределах потенциальной
ямы (Рис. 2.21). С течением времени вертикальный размер диффузионной зо­
ны и ячеистой структуры увеличивается, что приводит к увеличению размера
ячейки. Сравнивая эти наблюдения с результатом численного моделирования
при γ = 1, показанным на рисунке 2.7, можно констатировать хорошее каче­
ственное и количественное согласие с экспериментом.

Дальнейшее уменьшение γ приводит к качественным изменениям в ди­
намике системы, поскольку плотностная стратификация в системе становится
глобально неустойчивой. В этом случае доминирующим механизмом переноса
реагентов становится конвекция, вследствие чего скорость реакционных про­
цессов резко возрастает. При γ < 0.15 в системе наблюдается неустойчивость
Рэлея – Тейлора. Плотные пальчиковые структуры относительно быстро дости­
гают дна кюветы, обеспечивая высокую скорость реакции (Рис. 2.22).

В диапазоне 0.15 < γ < 0.76 сценарий неустойчивости меняется. Про­
цесс также начинается с нерегулярного движения пальцев по сценарию RT,
однако на некотором расстоянии от межфазной поверхности происходит их
спонтанное выравнивание. На рисунке 2.23 можно наблюдать горизонтальный
ряд вихревых образований, выровненных вдоль прямой линии фронта. Фронт
конвективной структуры смещается вниз, что приводит к росту аспектного от­
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ношения вихрей. Сравнение с результатом численного моделирования при том
же γ (Рис. 2.6) также демонстрирует хорошее согласие с экспериментом.

2.4 Основные выводы по главе

В данной главе проведено теоретическое исследование хемоконвектив­
ной неустойчивости, возникающей в системе двух реагирующих растворов,
помещенных в вертикальную ячейку Хеле-Шоу в поле тяжести. Разработа­
на математическая модель явления, включающая систему уравнений реакции
– диффузии – конвекции с дополнительным множителем в слагаемом Бусси­
неска уравнения движения. Действие данного множителя заключается в учете
производства воды в зоне реакции. На основе модели предложено объясне­
ние механизма спонтанного упорядочения конвективного движения в системе,
которое наблюдалось экспериментально в работе [96]. Анализ динамики в
основном состоянии реакции – диффузии позволил выделить четыре различ­
ных профиля плотности, которые отвечают четырем сценариям эволюции
системы. Образование воды вблизи фронта реакции уменьшает концентрацию
растворов, что приводит к формированию плотностной потенциальной ямы,
локализующей движение жидкости. Структура и эволюция хемоконвективных
течений исследованы при различных значениях управляющего параметра —
отношения начальных концентраций растворов. Проведено параметрическое ис­
следование системы в зависимости от величины интенсивности производства
растворителя. Построена бифуркационная диаграмма, демонстрирующая яв­
ление перехода от нерегулярной пальчиковой структуры Рэлея – Тейлора к
упорядоченной последовательности вихрей с растущим аспектным отношени­
ем. Для гомологического ряда солей щелочных металлов рассчитаны значения
параметра, отвечающего за интенсивность производства воды. С помощью про­
странственно-временных диаграмм исследованы сложные перестройки фронта
реакции, включающие процессы рождения плюмов, их горизонтального движе­
ния и слияния с соседними структурами. Полученные результаты находятся в
хорошем согласии с экспериментальными наблюдениями.
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ГЛАВА 3. ХЕМОКОНВЕКЦИЯ В УСЛОВИЯХ ВРАЩЕНИЯ

В разделе 1.3 был приведен ряд недавних работ [158; 159], посвященных
экспериментальному изучению хемоконвективных движений во вращающейся
ячейке Хеле-Шоу. Как в смешивающихся, так и в несмешивающихся системах
были обнаружены режимы, характеризующиеся пространственной локализа­
цией вихревого движения. Наиболее интересной особенностью полученных
структур является наличие азимутального сноса течения, вызванного дей­
ствием силы Кориолиса. Классическая модель конвекции во вращающейся
ячейке Хеле-Шоу не предсказывает этот эффект, поскольку сила Кориоли­
са в двумерном течении всегда оказывается равной нулю. Для разрешения
этого противоречия требуется построить новую модель, которая должна непро­
тиворечивым образом включать как соответствующие силы инерции, так и
особенности геометрии Хеле-Шоу.

Для получения новых уравнений движения вращающейся жидкости в
приближениях Буссинеска и Хеле-Шоу можно воспользоваться теорией возму­
щений, как это было сделано Обербеком для уравнений в поле тяжести [172].
Вывод соответствующих уравнений, включающих слагаемое плавучести Корио­
лиса, осуществляется в разделе 3.1. В разделе 3.2 проводится исследование
влияния слагаемого плавучести на динамику и структуру движения жидкости
в условиях реакции нулевого порядка. Выполняется последовательный анализ
на основе линейной и слабонелинейной теории, а также прямого численного мо­
делирования. В разделе 3.3 исследуется вклад центробежного поля в динамику
хемоконвективных движений в системе смешивающихся растворов, реагирую­
щих по схеме второго порядка (2.1). Вслед за авторами работ [87; 91—93; 173],
посвященных исследованию данной системы в статическом и переменном поле
тяжести, определяются условия устойчивости характерных режимов, структу­
ра и эволюция движений в пространственно-неоднородном инерционном поле.
Основные выводы по главе представлены в разделе 3.4.
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3.1 Система уравнений конвекции во вращающейся ячейке
Хеле-Шоу

Приближение Буссинеска часто используется в теории конвекции для
описания течений, вызванных плавучестью. Этот подход воплощает две ос­
новные идеи. Во-первых, жидкость считается несжимаемой в том смысле, что
изменения ее плотности малы и могут быть вызваны только тепловым или
концентрационным расширением, но не перепадом давления. Вторая идея за­
ключается в том, что всеми изменениями свойств жидкости, за исключением
плотности, можно пренебречь. Кроме того, приближение игнорирует вариации
плотности всюду, за исключением слагаемых подъемной силы в уравнениях
движения. Возникающие в таких условиях градиенты скорости считаются до­
статочно малыми, чтобы пренебречь переходом механической работы в тепло.
С этой точки зрения подход Буссинеска оправдан только для задач о «сла­
бой» конвекции, происходящей в полостях лабораторного масштаба [68]. Однако
на практике это оказывается не так, поскольку масштаб задач, в которых
успешно применяется подход Буссинеска, простирается от микроскопическо­
го [11] до планетарного и даже звездного [125]. Правильность используемых
уравнений подтверждается колоссальным набором экспериментальных наблю­
дений, проведенных в XX веке. Поэтому принято считать, что, пока вариации
плотности остаются малыми по сравнению с равновесным значением, приближе­
ние Буссинеска можно использовать в любой задаче, включая случаи высоких
надкритичностей и даже турбулентной конвекции. Первым указанный подход
предложил Обербек [172], чьи работы, по-видимому, были не знакомы Бусси­
неску, который сформулировал уравнения термогравитационной конвекции на
основе постулатов. Работа Обербека была более фундаментальной, поскольку
в ней уравнения получены в основном порядке разложения в рамках теории
возмущений. Далее, следуя той же методике, получим уравнения конвекции в
условиях равномерного вращения.

Сначала рассмотрим полость произвольной трехмерной формы, заполнен­
ную несжимаемой жидкостью и вращающуюся с постоянной угловой скоростью
ω вокруг неподвижной оси 𝑧. Будем считать, что система вращается достаточ­
но быстро, чтобы влияние гравитации было незначительным. Пусть жидкость
характеризуется динамической вязкостью η и плотностью ρ, а полость имеет ха­
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рактерный размер 𝑅. Уравнения сохранения массы и импульса для единичного
объема среды будут иметь следующий вид:

𝑑ρ

𝑑𝑡
+ ρ∇ · 𝑣 = 0, (3.1)

ρ
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −∇𝑝+ η∇2𝑣 + 2ρ𝑣 ×ω− ρω× (ω× 𝑟) , (3.2)

где 𝑣 — скорость жидкости, 𝑝 — давление. Производные по времени для
удобства записаны в форме Лагранжа. Будем предполагать, что плотность жид­
кости меняется вблизи постоянного табличного значения ρ0:

ρ = ρ0 + ρ
′, (3.3)

где ρ′ ≪ ρ0. Плотность может меняться по разным причинам, в числе кото­
рых неравномерный нагрев и появление в жидкости молекул другого вещества.
Следуя [172], введем порядок малости:

ρ = ρ0(1 + ε
3θ), (3.4)

где физический смысл параметра ε раскрывается при рассмотрении конкретной
задачи тепловой или концентрационной конвекции, что будет продемонстриро­
вано в разделе 3.2. Пока же ограничимся формальным определением, чтобы
сократить вычисления и не учитывать уравнения баланса для поля θ. Чтобы
сформулировать задачу в безразмерной форме, введем следующие масштабы:
𝑅 — длина, 𝑅/𝑈 — время, 𝑈 — скорость, ρ0 — плотность и ρ0ω𝑅2 — давление.
Характерную скорость жидкости определим как

𝑈 = ε3/2ω𝑅. (3.5)

Масштаб (3.5) означает, что энергия вращения неравномерно стратифициро­
ванной жидкости преобразуется в кинетическую, и перенос массы в основном
определяется центробежной силой. Аналогичное выражение 𝑈 = ε3/2

√
𝑔𝑅 ис­

пользовалось в оригинальной работе Обербека о конвекции в поле тяжести [172].
Уравнение (3.1) в безразмерных единицах имеет тот же вид, а (3.2) преобра­
зуется к виду

𝑅𝑜2ρ
𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −∇𝑝+

ε3√
𝐺𝑟ω

∇2𝑣 + 2𝑅𝑜ρ𝑣 × 𝑒𝑧 − ρ𝑒𝑧 × (𝑒𝑧 × 𝑟) . (3.6)
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Безразмерные параметры в уравнении (3.6) определяются как

𝐺𝑟ω =
ε3ω2𝑅4

ν2
, 𝑅𝑜 =

𝑈

ω𝑅
,

и представляют собой вращательное число Грасгофа и число Россби.
Сначала рассмотрим трехмерные течения, для которых эффект Кориоли­

са существенен и число Россби мало. Представим данный параметр как

𝑅𝑜 = ε3𝑅𝑜3 +𝑂(ε4). (3.7)

Идея выбора ведущего порядка разложения в (3.7) заключается в том, чтобы
получить замкнутое уравнение движения в порядке 𝑂(ε3). Также необходимо
выбрать соответствующую шкалу времени для динамических процессов («быст­
рое» время): τ ≡ ε−3𝑡. Тогда получим:

𝑑ρ

𝑑𝑡
+ ρ∇ · 𝑣 = 0, (3.8)

ε3𝑅𝑜23ρ
𝑑𝑣

𝑑τ
= −∇𝑝+

ε3√
𝐺𝑟ω

∇2𝑣 + 2ε3𝑅𝑜3ρ𝑣 × 𝑒𝑧 − ρ𝑒𝑧 × (𝑒𝑧 × 𝑟) . (3.9)

Разложим переменные 𝑣, 𝑝 и θ в степенной ряд относительно параметра воз­
мущения ε:

𝑣 =
∞∑︁
𝑛=0

𝑣𝑛ε
𝑛, 𝑝 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑝𝑛ε
𝑛, θ =

∞∑︁
𝑛=0

θ𝑛ε
𝑛. (3.10)

Подставляя разложения в уравнения (3.8), (3.9) и собирая члены одного поряд­
ка величины, получаем для уравнения непрерывности в ведущем порядке 𝑂(ε0):

∇ · 𝑣0 = 0. (3.11)

Уравнение в таком виде широко используется при моделировании естествен­
ной конвекции несжимаемой жидкости, и его дальнейшее уточнение в рамках
приближения Буссинеска не требуется. Напротив, сохранение импульса (3.9)
требует более подробного анализа. Запишем результат для первых трех по­
рядков:

𝑂(ε0) : 0 = −∇𝑝0 − 𝑒𝑧 × (𝑒𝑧 × 𝑟) , (3.12)

𝑂(ε1) : 0 = −∇𝑝1, (3.13)

𝑂(ε2) : 0 = −∇𝑝2. (3.14)



77

Уравнение (3.12) позволяет определить гидростатическое давление 𝑝0, об­
разованное центробежным полем. Последний член в уравнении является
градиентом, поэтому его можно исключить из уравнения движения, соответ­
ствующим образом переопределив давление. В следующих двух порядках (3.13),
(3.14) необходимо предположить 𝑝1 = 0, 𝑝2 = 0. Наконец, получаем

𝑂(ε3) : 𝑅𝑜23
𝑑𝑣0

𝑑𝑡
= −∇𝑝3+

1√
𝐺𝑟ω

∇2𝑣0+2𝑅𝑜3𝑣0×𝑒𝑧−θ0𝑒𝑧× (𝑒𝑧 × 𝑟) . (3.15)

Уравнение движения (3.15) в сочетании с уравнением непрерывности (3.11) опи­
сывает трехмерную конвекцию при значительном влиянии силы Кориолиса и
пренебрежимо малом влиянии силы тяжести. Важно отметить, что ведущее
слагаемое в разложении центробежной силы является градиентом, и ее вклад в
итоге определяется слагаемым буссинесковского типа, отвечающим за центро­
бежную плавучесть. Сила Кориолиса, напротив, представлена своим основным
порядком.

Рассмотрим теперь движение жидкости в цилиндрической ячейке Хеле­
Шоу радиуса 𝑅 и толщины ℎ, вращающейся с постоянной угловой скоростью
ω = ω𝑒𝑧 (Рис. 3.1). Как и ранее в главе 2, зазор между пластинами ячейки
предполагается малым: ℎ ≪ 𝑅. Учитывая геометрию ячейки, разложим поле 𝑣0

Рисунок 3.1 — Схематическое изображение вращающейся ячейки Хеле-Шоу в
цилиндрических координатах.

на двухкомпонентную скорость 𝑣|| = (𝑣𝑟, 𝑣φ), действующую в плоскости слоя,
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и ортогональную составляющую 𝑣𝑧. В этом случае уравнения (3.11), (3.15) име­
ют следующий вид:

∇|| · 𝑣|| +
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑧

= 0, (3.16)

𝑅𝑜23
𝑑𝑣||

𝑑τ
= −∇||𝑝3 +

1√
𝐺𝑟ω

∇2
||𝑣|| +

1√
𝐺𝑟ω

𝜕2𝑣||

𝜕𝑧2
+ 2𝑅𝑜3𝑣|| × 𝑒𝑧 − θ0𝑒𝑧 × (𝑒𝑧 × 𝑟) ,

(3.17)

𝑅𝑜23
𝑑𝑣𝑧
𝑑τ

= −𝜕𝑝3
𝜕𝑧

+
1√
𝐺𝑟ω

∇2
||𝑣𝑧 +

1√
𝐺𝑟ω

𝜕2𝑣𝑧
𝜕𝑧2

, (3.18)

где ∇|| ≡ (𝜕/𝜕𝑟, 𝜕/𝑟𝜕φ). Взяв ротор (3.17), получаем следующие уравнения:

∇2Ψ+ Φ = 0, (3.19)

𝑅𝑜23

(︂
𝜕Φ

𝜕τ
+

1

𝑟

𝜕(Φ,Ψ)

𝜕(𝑟,φ)

)︂
=

1√
𝐺𝑟ω

∇2
||Φ+

1√
𝐺𝑟ω

𝜕2Φ

𝜕𝑧2
− 2𝑅𝑜3∇|| · 𝑣|| −

𝜕θ0
𝜕φ

, (3.20)

где, как и ранее, Φ ≡ (∇||×𝑣||)𝑧 = −∇2Ψ — завихренность, Ψ — функция тока.
Из уравнений (3.19), (3.20) видно, что в пределе двумерной конвекции

ℎ/𝑅 → 0 главный член в разложении силы Кориолиса стремится к нулю, по­
скольку

lim
ℎ/𝑅→0

∇|| · 𝑣|| = 0.

Отсюда следует, что уравнение движения для случая двумерных течений долж­
но быть модифицировано. Поскольку сила Кориолиса в полостях, подобных
показанной на рисунке 3.1, действует слабее, потребуем, чтобы число Россби
было конечным:

𝑅𝑜 = 𝑅𝑜0 +𝑂(ε), (3.21)

откуда в ведущем порядке 𝑂(ε0) получим

𝑂(ε0) : 0 = −∇𝑝0 + 2𝑅𝑜0𝑣0 × 𝑒𝑧 − 𝑒𝑧 × (𝑒𝑧 × 𝑟) , (3.22)

где, в отличие от (3.12), можно исключить ведущие члены разложения обеих
сил инерции, поскольку в случае двумерного течения оба члена являются гра­
диентами. Тогда в порядке 𝑂(ε3) имеем

𝑂(ε3) : 𝑅𝑜20
𝑑𝑣0

𝑑τ1
= −∇𝑝3+

1√
𝐺𝑟ω

∇2𝑣0+2𝑅𝑜0θ0𝑣0×𝑒𝑧−θ0𝑒𝑧×(𝑒𝑧 × 𝑟) , (3.23)
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где τ1 обозначает «медленное» время ε3𝑡. Итоговое уравнение (3.23) интерес­
но тем, что в нем обе инерционные силы представлены следующими членами
разложения, ответственными за эффекты плавучести. Для центробежной силы
это выглядит естественно, но плавучесть, возникающая из-за силы Кориолиса,
требует детального изучения.

3.2 Эффект плавучести Кориолиса

3.2.1 Математическая формулировка задачи

Чтобы подробно изучить эффект кориолисовой плавучести, появивший­
ся в соответствующем порядке разложения уравнений движения, исследуем
наиболее простую модельную ситуацию без привязки к конкретным экспе­
риментальным исследованиям хемоконвективных течений. Для этого будем
рассматривать вращающуюся ячейку Хеле-Шоу радиуса 𝑅 и толщины ℎ, пред­
ставленную на рисунке 3.1. Введем для ячейки цилиндрические координаты
{𝑟,φ, 𝑧}. В размерной форме нелинейные уравнения, описывающие трехмерные
течения вязкой несжимаемой жидкости, выглядят следующим образом (влия­
ние гравитации не учитывается):

∇ · 𝑣 = 0, (3.24)

ρ

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ (𝑣 · ∇)𝑣

)︂
= −∇𝑝+ η∇2𝑣 + 2ωρ𝑣 × 𝑒𝑧 + ρω

2𝑟, (3.25)

где 𝑝 — давление, 𝑣 = (𝑣𝑟, 𝑣φ, 𝑣𝑧) — скорость.
Пусть неоднородность среды по плотности характеризуется присутствием

скалярного поля 𝐴, уравнение переноса для которого имеет вид:

𝜕𝐴

𝜕𝑡
+ 𝑣 · ∇𝐴 = 𝐷∇2𝐴+𝑄, (3.26)

где 𝐷 — коэффициент диффузии. Поле 𝐴 может являться температурой среды,
либо концентрацией некоторого вещества, растворенного в жидкости. В даль­
нейшем для определенности будем называть 𝐴 концентрацией. Тогда величина
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𝑄 определяет плотность источников вещества, генерируемого в химической ре­
акции. Будем предполагать 𝑄 постоянной, имея в виду простейшую реакцию
нулевого порядка. Граничные условия для скорости и концентрации имеют вид

𝑧 = ±ℎ

2
: 𝑣 = 0,

𝜕𝐴

𝜕𝑧
= 0, (3.27)

𝑟 = 𝑅 : 𝑣 = 0, 𝐴 = 0. (3.28)

Для замыкания системы (3.24)–(3.28) к ней необходимо добавить урав­
нение состояния. Учитывая несжимаемость растворителя (3.24), можно прене­
бречь зависимостью плотности от давления и считать, что она зависит только
от концентрации. Если эта зависимость слабая, то справедливо приближение
Буссинеска

ρ(𝐴) = ρ0(1 + β𝐴), (3.29)

где ρ0 — плотность растворителя, β — коэффициент объемного расширения
для компонента 𝐴. Подставляя соотношение (3.29) в уравнение движения (3.25)
получаем

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ (𝑣 · ∇)𝑣 = − 1

ρ0
∇𝑝* + ν∇2𝑣 + 2ω(1 + β𝐴)𝑣 × 𝑒𝑧 + β𝐴ω

2𝑟, (3.30)

где ν — кинематическая вязкость растворителя, и

∇𝑝* = ∇𝑝− ρ0ω2𝑟.

С учетом результатов раздела 3.1, полученных в рамках теории возмущений, в
уравнении (3.30) были сохранены оба члена разложения плотности в слагае­
мом Кориолиса.

Далее, исходя из предположения малости ширины зазора ℎ, будем счи­
тать движение жидкости двумерным и примем приближение Хеле-Шоу. Как
это было сделано в главе 2, воспользуемся соотношениями (2.10)—(2.12) и для
скорости 𝑣|| = {𝑣𝑟, 𝑣φ} введем квадратичную зависимость от координаты 𝑧.
Ортогональную слою компоненту 𝑣𝑧 будем считать равной нулю. Подстанов­
ка аппроксимации скорости с последующим усреднением уравнений движения
по координате 𝑧 сводит геометрию системы к двумерной области в полярных
координатах {𝑟,φ}, где уравнения принимают вид:

∇ · 𝑢 = 0, (3.31)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

6

5
(𝑢 · ∇)𝑢 = − 1

ρ0
∇𝑝+ ν∇2𝑢− 12

ν

ℎ2
𝑢+ 2ωβ𝐶𝑢× 𝑒𝑧 + β𝐶ω

2𝑟, (3.32)
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𝜕𝐶

𝜕𝑡
+ 𝑢 · ∇𝐶 = 𝐷∇2𝐶 +𝑄. (3.33)

Здесь 𝑢 = 𝑢𝑟(𝑟,φ), 𝑢φ(𝑟,φ), и принято обозначение ∇ ≡ ∇||. Кроме того, в
данной формулировке ведущий член разложения силы Кориолиса внесен под
знак градиента:

∇𝑝 = ∇𝑝* + 2ρ0ω𝑢× 𝑒𝑧.

Уравнение (3.32) имеет важное значение, поскольку оно одновременно
включает два эффекта плавучести, вызванных центробежной и кориолисовой
силами. В остальном оно полностью аналогично уравнению Хеле-Шоу (2.13),
описывающему двумерное течение в поле тяжести. Здесь также удобно вос­
пользоваться двухполевой записью основных уравнений (3.31)–(3.33). Условие
несжимаемости (3.31) автоматически удовлетворяется функцией тока Ψ такой,
что

𝑢𝑟 =
1

𝑟

𝜕Ψ

𝜕φ
, 𝑢φ = −𝜕Ψ

𝜕𝑟
. (3.34)

Для обезразмеривания уравнений примем 𝑅 в качестве масштаба длины, 𝑅2/𝐷

— времени, 𝐷/𝑅 — скорости, 12ρ0ν𝐷/ℎ2 — давления и Θ =
√︀

6ν𝑄/βℎ2ω2 —
концентрации. Тогда система уравнений реакции – диффузии – конвекции в
приближениях Буссинеска и Хеле-Шоу примет вид:

Φ +∇2Ψ = 0, (3.35)

1

𝑆𝑐

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑡
+

6

5𝑟
𝐽(Φ,Ψ)

)︂
= ∇2Φ− 1

δ2
Φ +

𝑅̂ω𝐸𝑘

𝑆𝑐

1

𝑟
𝐽(Ψ, 𝐶)− 𝑅̂ω

𝜕𝐶

𝜕φ
, (3.36)

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+

1

𝑟
𝐽(𝐶,Ψ) = ∇2𝐶 + 2δ2𝑅̂ω, (3.37)

с граничными условиями

𝑟 = 1 : Ψ = 0,
𝜕Ψ

𝜕𝑟
= 0, 𝐶 = 0. (3.38)

В полученную систему также вошли безразмерные параметры

𝑆𝑐 =
ν

𝐷
, δ =

ℎ

2
√
3𝑅

, 𝐸𝑘 =
4ν

ω𝑅2
, 𝑅̂ω =

βΘω2𝑅4

ν𝐷
,

— соответственно число Шмидта, аспектное отношение ячейки Хеле-Шоу, число
Экмана и центробежное число Рэлея.
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Система (3.35)–(3.38) описывает нелинейную динамику двумерных тече­
ний жидкости во вращающейся ячейке Хеле-Шоу в случае, когда инерцией
жидкости пренебречь нельзя. Сделаем еще одно упрощение и перейдем к пре­
делу δ → 0 (ℎ/𝑅 → 0), в котором приближение Хеле-Шоу сводит уравнение
движения к закону Дарси для фильтрации жидкости через пористую среду.
Итоговая система уравнений примет вид

𝑅ω𝐸𝑘
1

𝑟
𝐽(𝐶,Ψ) = ∇2Ψ−𝑅ω

𝜕𝐶

𝜕φ
,

𝜕𝐶

𝜕𝑡
+

1

𝑟
𝐽(𝐶,Ψ) = ∇2𝐶 + 2𝑅ω, (3.39)

𝑟 = 1 : Ψ = 0, 𝐶 = 0,

где
𝐸𝑘 ≡ 𝐸𝑘/𝑆𝑐, 𝑅ω ≡ δ2𝑅̂ω.

Интересно отметить, что плавучесть Кориолиса в уравнении движения по
форме совпадает с адвективным членом в уравнении переноса поля 𝐶. Как
известно, типичное значение отношения интенсивностей диффузии импульса
и диффузии вещества для жидкости составляет 𝑆𝑐 ∼ 103, то есть движение
молекул растворенного вещества определяется движением растворителя, а не
диффузией. В случае процессов переноса тепла этот эффект не столь выражен,
но остается сильным, что определяется типичными значениями числа Прандтля
для жидкостей (𝑃𝑟 ∼ 10). Таким образом, нелинейный член в уравнении пере­
носа вещества или тепла играет ключевую роль, поскольку во многом именно
он определяет динамику этих полей. Тот факт, что кориолисова плавучесть в
уравнении движения имеет такую же нелинейную структуру, свидетельствует
об усилении влияния описанного эффекта в течениях Хеле-Шоу. Новое слагае­
мое также сохраняет основное свойство эффекта Кориолиса, включаясь только
тогда, когда жидкость приходит в движение.

Модель Дарси (3.39) для описания течения жидкости в пористых средах
справедлива при условии, что средняя скорость медленно меняется в простран­
стве. Однако во многих случаях это условие не выполняется. Например, это
может быть связано с резким изменением свойств жидкости при наличии по­
верхности раздела в системе, что требует правильной формулировки граничных
условий для скорости. Самый простой способ исправить эту неадекватность
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модели — добавить член, предложенный Бринкманом [174]. Более сложная кор­
рекция заключается в добавлении конкретной формы инерционного члена в
уравнение движения, как предложено в [97; 175; 176]. Строго говоря, при выборе
модели необходимо сравнивать ширину зазора ℎ ячейки Хеле-Шоу с характер­
ным размером неустойчивости 𝐻, которая развивается в ячейке. Модель Дарси
справедлива, когда зазор ячейки мал по сравнению с этой характерной дли­
ной (ℎ/𝐻 ≪ 1). Случай полностью трехмерных течений, которые описываются
уравнением Навье-Стокса, получается в противоположном пределе (ℎ/𝐻 ≫ 1).
Использование уравнения (3.36) позволяет охватить оба предела и дать хорошее
приближение в промежуточном диапазоне толщин [175]. В настоящем разделе
будет рассматриваться неустойчивость с длиной волны, сравнимой со всей ячей­
кой Хеле-Шоу 𝐻 ≈ 𝑅. В этом случае использование уравнения (3.36) излишне,
и можно воспользоваться моделью Дарси (3.39).

3.2.2 Линейный анализ устойчивости равновесия

Задача (3.39) допускает стационарное решение, при котором жидкость на­
ходится в состоянии механического равновесия. Будем называть это состояние
основным. Полагая в уравнениях Ψ = 0, можно видеть, что поле концентрации
осесимметрично 𝐶0 = 𝐶0(𝑟) и удовлетворяет уравнению

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟

(︂
𝑟
𝑑𝐶0

𝑑𝑟

)︂
= −2𝑅ω,

с граничным условием 𝐶0 = 0 при 𝑟 = 1. Его решением служит функция

𝐶0(𝑟) =
1

2
𝑅ω(1− 𝑟2). (3.40)

Рассмотрим задачу о возмущениях равновесия (3.40). Представим поля
функции тока и концентрации в виде{︃

Ψ(𝑟,φ, 𝑡)

𝐶(𝑟,φ, 𝑡)

}︃
=

{︃
0

𝐶0(𝑟)

}︃
+

{︃
ψ(𝑟,φ, 𝑡)

𝑐(𝑟,φ, 𝑡)

}︃
, (3.41)

где ψ, 𝑐 — в общем случае конечные возмущения. Подставляя (3.41) в (3.39),
получим задачу для возмущений функции тока и концентрации:

𝑅ω𝐸𝑘
1

𝑟
𝐽(𝑐,ψ) = ∇2ψ−𝑅ω

𝜕𝑐

𝜕φ
+𝑅2

ω𝐸𝑘
𝜕ψ

𝜕φ
,
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𝜕𝑐

𝜕𝑡
+

1

𝑟
𝐽(𝑐,ψ) = ∇2𝑐+𝑅ω

𝜕ψ

𝜕φ
, (3.42)

𝑟 = 1 : ψ = 0, 𝑐 = 0.

В соответствии с линейной теорией устойчивости, в настоящем разделе
будем считать возмущения малыми и линеаризуем уравнения (3.42) вблизи ос­
новного состояния (3.40). Полагая в рамках данного приближения {ψ, 𝑐} ∼ 𝑒λ𝑡,
получим

∇2ψ̂−𝑅ω
𝜕𝑐

𝜕φ
+𝑅2

ω𝐸𝑘
𝜕ψ̂

𝜕φ
= 0,

∇2𝑐+𝑅ω
𝜕ψ̂

𝜕φ
− λ𝑐 = 0, (3.43)

𝑟 = 1 : ψ = 0, 𝑐 = 0.

Задача (3.43) определяет дискретный спектр нормальных мод, возникающих в
круговой области. Нахождение спектра для конкретной области предполагает
решение краевой задачи. Тем не менее, некоторые универсальные его свойства,
не зависящие от геометрии задачи, можно установить, анализируя только струк­
туру определяющих уравнений [68]. С этой целью наряду с решением {ψ, 𝑐}
введем комплексно сопряженное решение {ψ*, 𝑐*} и определим скалярное про­
изведение в виде

⟨𝑓, 𝑔⟩ =
∫︁

𝑓(𝑟,φ)𝑔(𝑟,φ)𝑟𝑑𝑟𝑑φ,

где интегрирование выполняется по двумерной области в полярных координа­
тах. Умножим уравнения (3.43) на ψ* и 𝑐* соответственно. С учетом граничных
условий можно записать⟨

ψ̂*,∇2ψ̂
⟩
= −

⟨
|∇ψ̂|2

⟩
,
⟨︀
𝑐*,∇2𝑐

⟩︀
= −

⟨︀
|∇𝑐|2

⟩︀
,

после чего получим

−
⟨
|∇ψ̂|2

⟩
−𝑅ω

⟨
ψ̂*,

𝜕𝑐

𝜕φ

⟩
+𝑅2

ω𝐸𝑘

⟨
ψ̂*,

𝜕ψ̂

𝜕φ

⟩
= 0, (3.44)

−
⟨︀
|∇𝑐|2

⟩︀
+𝑅ω

⟨
𝑐*,

𝜕ψ̂

𝜕φ

⟩
− λ

⟨︀
|𝑐|2
⟩︀
= 0. (3.45)
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Вычитая из этих равенств комплексно сопряженные, найдем соотношение

λ− λ* =
𝑅2
ω𝐸𝑘

⟨
ψ̂*, 𝜕ψ̂𝜕φ

⟩
⟨|𝑐|2⟩

, (3.46)

из которого при условии 𝐸𝑘 = 0 следует действительность инкремента λ и,
соответственно, монотонность возмущений. Таким образом, присутствие силы
Кориолиса наполняет спектр колебательными возмущениями. Складывая (3.44)
и (3.45) с комплексно сопряженными, получим

λ+ λ*

2
≡ λ𝑟 = −

⟨︀
|∇𝑐|2

⟩︀
⟨|𝑐|2⟩

+𝑅ω

⟨
𝑐*, 𝜕ψ̂𝜕φ

⟩
+
⟨
𝑐, 𝜕ψ̂

*

𝜕φ

⟩
2 ⟨|𝑐|2⟩

. (3.47)

Левая часть этого равенства представляет собой действительную часть инкре­
мента λ𝑟, которая определяет скорость роста возмущений. Если полость не
вращается (𝑅ω = 0), то система абсолютно устойчива λ𝑟 < 0. С ростом скорости
вращения система пороговым образом теряет устойчивость при критическом
значении числа Рэлея, которое определяется из условия равенства нулю пра­
вой части уравнения (3.47).

Теперь рассмотрим свойства спектра нейтральных монотонных возмуще­
ний (λ = 0) для конкретного случая круговой области. Для простоты будем
считать, что эффект Кориолиса в данном приближении не проявляется 𝐸𝑘 = 0.
Тогда задача (3.43) примет вид

∇2ψ̂−𝑅ω
𝜕𝑐

𝜕φ
= 0,

∇2𝑐+𝑅ω
𝜕ψ̂

𝜕φ
= 0, (3.48)

𝑟 = 1 : ψ = 0, 𝑐 = 0.

Симметрия уравнений (3.48) позволяет сделать важное заключение относитель­
но их решения: если данной системе удовлетворяет пара функций {ψ, 𝑐}, то
пара {𝑐,−ψ} также будет ей удовлетворять. Кроме того, исходная нелинейная
задача (3.42) инвариантна относительно непрерывной группы вращений SO(2).
Эта симметрия приводит к однопараметрическому семейству решений, каждое
из которых получается из другого поворотом системы вокруг оси 𝑧. Этот вывод
справедлив как для стационарных, так и для нестационарных решений (3.42).
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Таким образом, критические движения и соответствующие им значения числа
Рэлея 𝑅ω оказываются вырождены двукратно.

Систему (3.48) можно привести к более компактному виду путем введения
комплексной функции

ξ(𝑟,φ) = ψ̂(𝑟,φ) + 𝑖𝑐(𝑟,φ),

что сводит задачу о критических движениях к отысканию собственных зна­
чений оператора

∇2ξ+ 𝑖𝑅ω
𝜕ξ

𝜕φ
= 0, ξ(1,φ) = 0. (3.49)

Решением данной задачи, не обращающимся в бесконечность при 𝑟 = 0, служит

ξ(𝑟,φ) = α𝐽𝑛

(︁
𝑟
√︀

𝑛𝑅ω

)︁
𝑒−𝑖𝑛φ, (3.50)

где 𝑛 — азимутальное волновое число, 𝐽𝑛(𝑓) — функция Бесселя порядка 𝑛, и α
— некоторая константа. Спектр собственных значений вычисляется из условия
разрешимости

𝐽𝑛

(︂
𝑟

√︁
𝑛𝑅

(𝑛,𝑙)
ω

)︂
= 0.

где индекс 𝑙 обозначает радиальное волновое число, а 𝑅(𝑛,𝑙)
ω — критическое число

Рэлея моды (𝑛, 𝑙).

Рисунок 3.2 — Нейтральные возмущения функции тока для наиболее опасных
конвективных мод без учета эффекта Кориолиса (𝐸𝑘 = 0).

Исследуя нули функции Бесселя, видим, что наиболее «опасной» является
мода (2, 1), которая сменяет равновесие при наименьшем значении числа Рэлея
𝑅ω = 13.21. По мере увеличения числа Рэлея следующей возбуждается мода (3,
1), за ней следует мода (4, 1) и т. д. На рисунке 3.2 показаны критические возму­
щения функции тока и концентрации для четырех наиболее опасных мод. Стоит
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отметить, что мода (0, 1) абсолютно устойчива при любом числе Рэлея. Этот
вывод справедлив для всех конвективных мод вида (0, 𝑛). Рост азимутального
числа 𝑛 критического возмущения с ростом числа Рэлея происходит гораздо
быстрее, чем рост радиального числа 𝑙. Для сравнения можно привести данные
об устойчивости мод с волновым числом 𝑙 = 2. Мода (3, 2) теряет устойчивость
при 𝑅ω = 31.75; мода (2, 2) нейтральна при 𝑅ω = 35.45; за ней следует мода
(1, 2), теряющая устойчивость при 𝑅ω = 49.22. Таким образом, в достаточно
широком диапазоне 𝑅ω от 13.21 до 31.75 сосуществуют только моды (𝑛, 1).

3.2.3 Ветвление решений вблизи порога конвекции

Рассмотрим вопрос о ветвлении решений вблизи точки первой бифурка­
ции 𝑅ω ≈ 𝑅ω0, где механическое равновесие жидкости сменяется конвективным
движением. Для анализа слабонелинейных решений воспользуемся методом
многих временных масштабов. Этот метод позволяет находить определяющие
уравнения на медленном многообразии, которое всегда возникает в окрестности
бифуркации. Следуя идее метода, будем искать решение задачи (3.42) в виде
разложений по малым отклонениям от основного состояния:

ψ = εψ1 + ε
2ψ2 +𝑂(ε3),

𝑐 = ε𝑐1 + ε
2𝑐2 +𝑂(ε3),

𝑅ω = 𝑅ω0 + ε𝑅ω1 + ε
2𝑅ω2 +𝑂(ε3), (3.51)

𝐸𝑘 = ε𝐸𝑘1 + ε
2𝐸𝑘2 +𝑂(ε3),

𝜕

𝜕𝑡
= ε

𝜕

𝜕𝑡1
+ ε2

𝜕

𝜕𝑡2
+𝑂(ε3),

где 𝑡𝑛 ≡ ε𝑛𝑡 обозначает иерархию медленных времен, а малый параметр ε ха­
рактеризует степень надкритичности

ε =

√︂
𝑅−𝑅ω0

𝑅ω2
.
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Подставляя (3.51) в (3.42) и собирая слагаемые одного порядка, получим в по­
рядке 𝑂(ε) краевую задачу:

∇2ψ1 −𝑅ω0
𝜕𝑐1
𝜕φ

= 0,

∇2𝑐1 +𝑅ω0
𝜕ψ1

𝜕φ
= 0, (3.52)

𝑟 = 1 : ψ1 = 0, 𝑐1 = 0,

совпадающую с задачей о критических возмущениях (3.48). В следующем по­
рядке 𝑂(ε2) имеем:

∇2ψ2 −𝑅ω0
𝜕𝑐2
𝜕φ

= 𝑅ω1
𝜕𝑐1
𝜕φ

−𝑅2
ω0𝐸𝑘1

𝜕ψ1

𝜕φ
,

∇2𝑐2 +𝑅ω0
𝜕ψ2

𝜕φ
=

𝜕𝑐1
𝜕𝑡1

−𝑅ω1
𝜕ψ1

𝜕φ
+

1

𝑟
𝐽(𝑐1,ψ1), (3.53)

𝑟 = 1 : ψ2 = 0, 𝑐2 = 0.

И, наконец, в порядке 𝑂(ε3):

∇2ψ3 −𝑅ω0
𝜕𝑐3
𝜕φ

= 𝑅ω2
𝜕𝑐1
𝜕φ

−𝑅ω0𝐸𝑘2
𝜕ψ1

𝜕φ
,

∇2𝑐3+𝑅ω0
𝜕ψ3

𝜕φ
=

𝜕𝑐1
𝜕𝑡2

+
𝜕𝑐2
𝜕𝑡1

−𝑅ω2
𝜕ψ1

𝜕φ
−𝑅ω1

𝜕ψ2

𝜕φ
+
1

𝑟
𝐽(𝑐1,ψ2)+

1

𝑟
𝐽(𝑐2,ψ1), (3.54)

𝑟 = 1 : ψ3 = 0, 𝑐3 = 0.

С учетом симметрии линейной системы (3.52), ее решение можно искать в виде

ψ1(𝑡,𝑟,φ) = 𝑎(𝑡)ψ̂(𝑟,φ) + 𝑏(𝑡)𝑐(𝑟,φ),

𝑐1(𝑡,𝑟,φ) = 𝑎(𝑡)𝑐(𝑟,φ)− 𝑏(𝑡)ψ̂(𝑟,φ),

где 𝑎 и 𝑏 — амплитуды, зависящие от медленных времен, а ψ и 𝑐 определяются
выражением (3.50). В правых частях уравнений высших порядков появляются
слагаемые, возмущающие линейную задачу. Зададим скалярное произведение
двух произвольных векторных функций в следующем виде:

[𝐴,𝐵] =
∑︁
𝑖

⟨𝐴𝑖, 𝐵𝑖⟩ .



89

Легко показать, что оператор (3.52) является самосопряженным [177]. Поэтому
условие разрешимости задач (3.53) и (3.54) можно сформулировать в виде орто­
гональности их правых частей решениям линейной задачи в смысле введенного
скалярного произведения. Применительно к (3.53) это приводит к системе⟨︀

𝑐2
⟩︀ 𝑑𝑎

𝑑𝑡1
= −2𝑅ω1

⟨
ψ̂,

𝜕𝑐

𝜕φ

⟩
𝑎+𝑅2

ω0𝐸𝑘1

⟨
ψ̂,

𝜕𝑐

𝜕φ

⟩
𝑏,

⟨
ψ̂2
⟩ 𝑑𝑏

𝑑𝑡1
= −2𝑅ω1

⟨
ψ̂,

𝜕𝑐

𝜕φ

⟩
𝑏−𝑅2

ω0𝐸𝑘1

⟨
ψ̂,

𝜕𝑐

𝜕φ

⟩
𝑎,

которая оказывается линейной. Полагая 𝑅ω1 = 0, 𝐸𝑘1 = 0, 𝑑/𝑑𝑡1 = 0, пред­
ставим ее решение в виде

ψ2 = (𝑎2 + 𝑏2)θ, 𝑐2 = (𝑎2 + 𝑏2)σ.

Повторяя процедуру для системы (3.54) в третьем порядке, получим нели­
нейные амплитудные уравнения

𝑑𝑎

𝑑τ
= (𝑅*

ω − 𝑎2 − 𝑏2)𝑎− 𝐸𝑘*𝑏, (3.55)

𝑑𝑏

𝑑τ
= (𝑅*

ω − 𝑎2 − 𝑏2)𝑏+ 𝐸𝑘*𝑎, (3.56)

где

𝑅*
ω ≡ 2𝑅ω2

⟨
𝑐,
𝜕ψ̂

𝜕φ

⟩
, 𝐸𝑘* ≡ 𝐸𝑘2𝑅ω0

⟨
𝑐,
𝜕ψ̂

𝜕φ

⟩
,

τ ≡ 𝑡2
⟨𝑐2⟩

,

⟨
1

𝑟
ψ̂, 𝐽(θ,σ)

⟩
= −1.

Опишем нетривиальные решения амплитудных уравнений (3.55), (3.56).
Если пренебречь эффектом Кориолиса, то из центральной неподвижной точки
(0, 0) с двукратно вырожденным простым собственным значением ответвляется
однопараметрическое семейство устойчивых аттракторов, задаваемых уравне­
нием

𝑎2 + 𝑏2 = 𝑅*
ω,

как показано на рисунке 3.3, а. Появление цикла равновесий обусловлено нали­
чием симметрии SO(2). Каждая неподвижная точка в семействе соответствует
конвективному движению, слегка смещенному вдоль направления вращения.
Поэтому все члены семейства обладают идентичными свойствами устойчиво­
сти. Цикл равновесий ответвляется пороговым образом при 𝑅*

ω = 0 (𝑅ω =
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(а) (б ) (в)
Рисунок 3.3 — Динамика слабонелинейных решений в окрестности первой точки
бифуркации: (а) Ветвь однопараметрического семейства устойчивых стационар­
ных состояний при 𝑅ω > 𝑅ω0, 𝐸𝑘 = 0; (б ) Устойчивый предельный цикл при

𝑅ω > 𝑅ω0, 𝐸𝑘 ̸= 0; (в) Диаграмма сверхкритической бифуркации Хопфа.

𝑅ω0). Если учесть эффект Кориолиса, то цикл равновесий переходит в устойчи­
вый предельный цикл при сколь угодно малом значении числа Экмана (Рис. 3.3,
б ). Знак этого числа определяет направление вращения конвективной структу­
ры вокруг оси как целого. При этом изменение знака угловой скорости не влияет
на число Рэлея, так как оно возводится в квадрат. Постепенное увеличение 𝑅*

ω

при фиксированном значении 𝐸𝑘* приводит к сверхкритической бифуркации
Хопфа (Рис. 3.3, в).

3.2.4 Результаты численного исследования

Для решения задачи (3.42) использовался метод конечных разностей, ос­
новная идея которого описана в разделе 2.1 предыдущей главы. Единственное
отличие состоит в том, что теперь пространственные операторы аппроксимиру­
ются центральными разностями на равномерной сетке в полярных координатах.
Особенность в начале координат устраняется путем усреднения уравнений по
углу. Как и ранее, в ходе решения использовался ряд сеток с различным раз­
решением. Представленные ниже численные результаты получены на сетке
61 × 361, которая дает результат в пределах 3% относительной погрешности
значения, к которому сходится функция тока при дальнейшем сгущении.
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Рисунок 3.4 — Нейтральная кривая для бифуркации Хопфа в плоскости пара­
метров (𝑅ω, 𝐸𝑘).

Рассмотрим некоторые результаты численных экспериментов, иллюстри­
рующие нелинейную динамику рассматриваемой системы. На рисунке 3.4
показана область неустойчивости в плоскости параметров 𝑅ω и 𝐸𝑘. Можно
видеть, что эффект Кориолиса существенно стабилизирует состояние механиче­
ского равновесия. Область неустойчивости имеет форму мешка, ограниченного
нейтральной кривой бифуркации Хопфа. Минимальное значение числа Рэ­
лея, при котором начинается конвекция, равно 𝑅ω = 13.21 (𝐸𝑘 = 0). Если
𝐸𝑘 > 0.038, то основное состояние системы абсолютно устойчиво, поскольку
все возмущения затухают. Для исследования нелинейной динамики системы
в области неустойчивости, закрашенной на рисунке 3.4, сделано несколько го­
ризонтальных и вертикальных сечений этой области. Рассмотрим характерное
вертикальное сечение области неустойчивости линией 𝐸𝑘 = 0.017.

На рисунке 3.5 приводится спектр мощности и фазовый портрет конвек­
тивного режима, полученный при значении числа Рэлея 𝑅ω = 14.5 (нижняя
точка на рисунке 3.4). При пересечении нейтральной кривой возникает 1-Т
предельный цикл. В нижней точке рисунка 3.4 конвективный режим явля­
ется периодическим. Таким образом, численное моделирование подтверждает
вывод слабонелинейного анализа о возникновении колебательной конвекции
при произвольно малом значении числа Экмана. Предельный цикл включа­
ет динамическую смену состояний однопараметрического семейства. Справа
на рисунке 3.5 приводятся поля возмущений концентрации в последователь­
ные моменты времени. Рисунок 3.6 демонстрирует соответствующие им поля
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Рисунок 3.5 — Спектр мощности и фазовый портрет системы для значений
параметров 𝐸𝑘 = 0.017, 𝑅ω = 14.5.

Рисунок 3.6 — Поля возмущений функции тока для значений параметров
𝐸𝑘 = 0.017, 𝑅ω = 14.5 в последовательные моменты времени, соответствую­

щие точкам 1 – 4 аттрактора (Рис. 3.5).

возмущений функции тока. Полость вращается против часовой стрелки в соот­
ветствии с правилом правого винта, которое применяется к схеме на рисунке 3.1.

С ростом угловой скорости по мере увеличения 𝑅ω в системе происходит
вторая бифуркация Хопфа, вследствие чего от предельного цикла ответвляет­
ся двухчастотный тор. На рисунке 3.7 можно видеть появление резонансного
7-Т цикла на торе и соответствующую структуру течения, изображаемую по­
лями возмущения концентрации. На рисунке 3.8 приводятся поля возмущений
функции тока в данном периодическом режиме. Отметим, что количество на­
блюдаемых вихрей как в режиме 1-Т цикла, так и в режиме 7-Т цикла совпадает
с количеством вихрей моды (3, 1). Согласно результатам линейного анализа,
проведенного без учета силы Кориолиса, данная мода наблюдается вплоть до
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Рисунок 3.7 — Спектр мощности и фазовый портрет системы для значений
параметров 𝐸𝑘 = 0.017, 𝑅ω = 19.0.

Рисунок 3.8 — Поля возмущений функции тока для значений параметров
𝐸𝑘 = 0.017, 𝑅ω = 19.0 в последовательные моменты времени, соответствую­

щие точкам 1 – 4 аттрактора (Рис. 3.7).

𝑅ω = 14.4 (Рис. 3.2). Это обстоятельство также свидетельствует в пользу эф­
фекта стабилизации при 𝐸𝑘 ̸= 0.

При дальнейшем увеличении числа Рэлея наблюдается переход к ха­
отической конвекции через сложную последовательность бифуркаций тора.
Например, на рисунке 3.9 приведен фазовый портрет и спектр мощности
хаотического аттрактора тороидального типа и соответствующие ему поля воз­
мущений концентрации при значениях управляющих параметров 𝑅ω = 23.7,
𝐸𝑘 = 0.017. Рисунок 3.10 иллюстрирует поля возмущений функции тока в
данном режиме. На рисунке можно видеть, что хаотичность течения главным
образом проявляется в самопроизвольном рождении и исчезновении вихрей:
мода (3,1) конкурирует с модой (2,1).
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Рисунок 3.9 — Спектр мощности и фазовый портрет системы для значений
параметров 𝐸𝑘 = 0.017, 𝑅ω = 23.7.

Рисунок 3.10 — Поля возмущений функции тока для значений параметров
𝐸𝑘 = 0.017, 𝑅ω = 23.7 в последовательные моменты времени, соответствую­

щие точкам 1 – 4 аттрактора (Рис. 3.9).

При достаточно больших числах Экмана можно наблюдать появление
сдвиговых неоднородностей в структуре вихрей, связанной с ростом влияния си­
лы Кориолиса при движении жидкости к периферии кюветы. Данный эффект
демонстрируется на рисунке 3.11, где приведена эволюция полей возмуще­
ний концентрации и функции тока для значений управляющих параметров
𝐸𝑘 = 0.025 и 𝑅ω = 20, соответствующих достаточно высокой надкритично­
сти. Растущее влияние кориолисовой плавучести обусловлено как скоростью
радиального движения, так и перепадом плотностей. При управлении течени­
ем неоднородной жидкости в условиях геометрии Хеле-Шоу этот эффект может
быть важен, поскольку именно в ней он проявляется в полной мере.

Интересно отметить одну особенность рассматриваемой задачи, отлича­
ющую ее от большинства классических задач о вращении жидкости. Управ­



95

Рисунок 3.11 — Поля возмущений концентрации и функции тока для значений
параметров 𝐸𝑘 = 0.025, 𝑅ω = 20 в последовательные моменты времени.

ляющий параметр 𝐸𝑘 представляет собой отношение силы вязкого трения (в
данном случае — скорости диффузии) к силе Кориолиса и, следовательно, уве­
личение 𝐸𝑘 должно приводить к уменьшению данной силы. Вышеприведенные
расчеты демонстрируют обратный эффект. В этой связи следует заметить, что
в уравнении (3.39) слагаемое Кориолиса представлено не самим числом Экмана,
а безразмерным комплексом 𝑅ω𝐸𝑘, который можно раскрыть в виде

𝑅ω𝐸𝑘 = 𝐸̂𝑆𝑐−1𝑅̂ωδ
2 =

4ν

ω𝑅2

𝐷

ν

βΘω2𝑅4

ν𝐷

ℎ2

6𝑅2
=

4βΘωℎ2

ν
= (βΘ)

√
𝑇𝑎,

где число Тейлора имеет стандартный вид и отвечает за соотношение между
эффектами вращения и вязкости. По смыслу этот параметр как раз представля­
ет собой обратное число Экмана. При умножении числа Тейлора на величину
βΘ получается параметр, который отражает центральную идею наcтоящего
раздела: эффект плавучести Кориолиса. Центробежная плавучесть намерен­
но вычленяется в отдельную комбинацию 𝑅ω для удобства вычислений и
минимизации числа управляющих параметров. В рамках данного подхода за
энергетическую накачку системы, связанную с ее вращением, отвечает именно
число Рэлея. Параметр 𝐸𝑘 выполняет свою функцию только при ненулевом 𝑅ω

и не является независимым индикатором величины силы Кориолиса. Чтобы
это продемонстрировать, приведем следующее грубое рассуждение. Увеличе­
ние 𝐸𝑘 при фиксированном 𝑅ω с необходимостью приводит к росту слагаемого
Кориолиса, причем рост будет обусловлен вкладом плавучести среды, а не ее
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вращения. Действительно, чтобы выполнялось условие 𝑅ω = const при увели­
чении угловой скорости ω, комбинация βΘ должна расти как ω2. С другой
стороны, случай 𝐸𝑘 → 0 при 𝑅ω = const означает, что βΘ также будет
стремиться к нулю вместе с ω2. Итак, хотя принятое здесь определение чис­
ла Экмана и совпадает с классическим, в рассматриваемой задаче оно играет
обратную роль, обусловленную связью эффектов вращения и плавучести.

3.3 Хемоконвекция в центробежном поле

3.3.1 Математическая формулировка задачи

Рассмотрим теперь двухслойную систему смешивающихся реагирующих
растворов, помещенных во вращающуюся ячейку Хеле-Шоу. В качестве реа­
гентов возьмем конкретную пару азотная кислота HNO3 и гидроксид натрия
NaOH, растворенных в воде. На примере данной пары в теоретических рабо­
тах [87; 90; 91; 93; 178] исследовалась хемоконвективная неустойчивость в поле
тяжести. Пусть радиус ячейки равен 𝑟0, а толщина зазора ℎ, причем ℎ ≪ 𝑟0. В
начальный момент времени жидкости однородно заполняют два коаксиальных
слоя в пространстве между пластинами и разделяются между собой бесконечно
тонкой контактной поверхностью, находящейся на расстоянии 𝑙0 от оси враще­
ния. Конфигурация растворов схематично иллюстрируется на рисунке 3.12.

Рисунок 3.12 — Схематическое изображение двухслойной системы растворов,
заполняющих цилиндрическую ячейку Хеле-Шоу.
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Концентрацию раствора кислоты, расположенного в центральной части
ячейки, обозначим 𝐴, раствора основания на периферии — 𝐵. Приведение
жидкостей в контакт инициирует в системе реакцию нейтрализации второго по­
рядка, в ходе которой образуется соль 𝑆, вода, и выделяется тепло 𝑄. Данная
реакция полностью аналогична рассмотренной в главе 2, и ее схема определяет­
ся выражением (2.1). Как и ранее, будем считать, что выделением тепла можно
пренебречь, поскольку значительная его часть быстро выходит из объема смеси
сквозь высокотеплопроводные пластины ячейки Хеле-Шоу. В работе [92] для
схожих условий была произведена оценка вклада двух типов воздействия на
плавучесть среды — теплового и концентрационного. Авторы пришли к выводу,
что тепловое число Рэлея для рассматриваемых условий на два порядка меньше
концентрационного, поэтому далее предполагается 𝑄 = 0. Кроме того, в целях
упрощения задачи в данном разделе будем пренебрегать также производством
воды на реакционном фронте. Механизм возникновения рассматриваемых здесь
неустойчивостей основан на том, что система в первую очередь чувствительна к
изменению баланса концентраций реагентов по отношению друг к другу и ско­
ростей их диффузии [92; 93]. Напротив, выделение воды является вторичным
фактором, не вносящим качественных изменений в распределение плотности
жидкости. По этой причине использование модели (2.1) без учета производства
воды считается оправданным, и схема реакции принимает более простой вид

𝐴+𝐵
𝐾−→ 𝑆, (3.57)

где 𝐾 — константа скорости реакции.
С учетом сказанного, уравнение состояния будет связывать плотность

только с концентрациями растворов. Принимая приближение Буссинеска, по­
лучим

ρ = ρ0(1 + β𝐴𝐴+ β𝐵𝐵 + β𝑆𝑆), (3.58)

где ρ0 — табличное значение плотности растворителя, β𝐴,𝐵,𝑆 > 0 — коэффициен­
ты концентрационного расширения кислоты, основания и соли соответственно.

Для описания влияния вращения на процессы массопереноса в ячейке
Хеле-Шоу примем в качестве исходных уравнения (3.31), (3.32), где силы пла­
вучести должны быть переопределены с учетом уравнения состояния (3.58).
В рамках данной задачи для простоты будем игнорировать кориолисову пла­
вучесть и сфокусируемся на изучении влияния центробежной силы, поскольку
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она представляет ведущий эффект, являясь единственным генератором неустой­
чивости в системе. Таким образом, система уравнений реакции – диффузии –
конвекции в приближениях Буссинеска и Хеле-Шоу принимает вид

∇ · 𝑢 = 0, (3.59)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

6

5
(𝑢 · ∇)𝑢 = − 1

ρ0
∇𝑝+ ν∇2𝑢− 12ν

ℎ2
𝑢+ω2(β𝐴𝐴+ β𝐵𝐵 + β𝐶𝐶)𝑟, (3.60)

𝜕𝐴

𝜕𝑡
+ 𝑢 · ∇𝐴 = ∇ · (𝐷𝐴(𝐴)∇𝐴)−𝐾𝐴𝐵, (3.61)

𝜕𝐵

𝜕𝑡
+ 𝑢 · ∇𝐵 = ∇ · (𝐷𝐵(𝐵)∇𝐵)−𝐾𝐴𝐵, (3.62)

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+ 𝑢 · ∇𝑆 = ∇ · (𝐷𝑆(𝑆)∇𝑆) +𝐾𝐴𝐵, (3.63)

где 𝐷𝐴, 𝐷𝐵 и 𝐷𝑆 — коэффициенты диффузии, зависящие от концентрации
растворов. Граничные условия для замкнутой полости с твердыми границами
формулируются стандартным образом:

𝑟 = 𝑟0 : 𝑢 = 0,
𝜕Ψ

𝜕𝑟
= 0,

𝜕𝐴

𝜕𝑟
= 0,

𝜕𝐵

𝜕𝑟
= 0,

𝜕𝑆

𝜕𝑟
= 0, (3.64)

а начальные условия имеют вид:

𝑡 = 0, 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑙0 : 𝑢 = 0, 𝐴 = 𝐴0, 𝐵 = 0, 𝑆 = 0, (3.65)

𝑡 = 0, 𝑙0 < 𝑟 ⩽ 𝑟0 : 𝑢 = 0, 𝐴 = 0, 𝐵 = 𝐵0, 𝑆 = 0, (3.66)

где 𝐴0, 𝐵0 — начальные концентрации растворов кислоты и основания.
Для обезразмеривания уравнений выберем следующие характерные мас­

штабы:
𝑥*, 𝑦* ∼ ℎ, 𝑡* ∼ ℎ2

𝐷𝐴0
, 𝑢* ∼ 𝐷𝐴0

ℎ
,

𝑝* ∼ ρ0ν𝐷𝐴0

ℎ2
, 𝐴*, 𝐵*, 𝑆* ∼ 𝐴𝑙𝑖𝑚.

Здесь 𝐴𝑙𝑖𝑚 — верхняя граница диапазона концентраций кислоты, в котором ко­
эффициенты диффузии компонентов линейно зависят от их концентраций [87;
92; 93]. 𝐷𝐴0 — табличное значение коэффициента диффузии азотной кислоты.
При оценке безразмерных параметров используются значения 𝐴𝑙𝑖𝑚 = 3 моль/л
и 𝐷𝐴0 = 3.15 × 10−5 см2/с. Далее для безразмерных величин используются те
же обозначения, что и для размерных.
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Воспользуемся симметрией задачи и введем полярную систему коорди­
нат {𝑟,φ}. Действуя на уравнение (3.60) операцией взятия ротора и вводя
завихренность Ψ(𝑟,φ) и функцию тока Ψ(𝑟,φ), определяемые выражения­
ми (3.34), (3.35), получим

∇2Ψ+ Φ = 0, (3.67)

1

𝑆𝑐

(︂
𝜕Φ

𝜕𝑡
+

6

5𝑟

𝜕(Φ,Ψ)

𝜕(𝑟,φ)

)︂
= ∇2Φ− 12Φ−𝑅𝐴

𝜕ρ̂

𝜕φ
, (3.68)

𝜕𝐴

𝜕𝑡
+

1

𝑟

𝜕(𝐴,Ψ)

𝜕(𝑟,φ)
= ∇ · (𝐷𝐴(𝐴)∇𝐴)−𝐷𝑎𝐴𝐵, (3.69)

𝜕𝐵

𝜕𝑡
+

1

𝑟

𝜕(𝐵,Ψ)

𝜕(𝑟,φ)
= ∇ · (𝐷𝐵(𝐵)∇𝐵)−𝐷𝑎𝐴𝐵, (3.70)

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+

1

𝑟

𝜕(𝑆,Ψ)

𝜕(𝑟,φ)
= ∇ · (𝐷𝑆(𝑆)∇𝑆) +𝐷𝑎𝐴𝐵, (3.71)

ρ̂ = 𝐴+𝑅𝐵𝐵 +𝑅𝑆𝑆, (3.72)

где безразмерная плотность ρ̂(𝑡,ρ,φ) представляет собой добавку к плотности
растворителя за счет концентраций растворенных компонентов.

Законы концентрационно-зависимой диффузии основаны на линейной
аппроксимации результатов экспериментальных измерений и справедливы в
диапазоне концентраций от 0.1 до 3.0 моль/л. Эти законы были впервые сфор­
мулированы в безразмерной форме в работе [87]

𝐷𝐴(𝐴) = 0.881 + 0.158𝐴,

𝐷𝐵(𝐵) = 0.594− 0.087𝐵, (3.73)

𝐷𝑆(𝑆) = 0.487− 0.284𝑆.

Данные соотношения не описывают диффузию растворов в условиях низких
концентраций, когда преобладают нелинейные эффекты. Однако протекание
реакции нейтрализации происходит достаточно интенсивно. В этом случае реа­
генты быстро выгорают и нелинейными вкладами в (3.73) можно пренебречь.
Кроме того, несущественными считаются также эффекты перекрестной диф­
фузии.

Граничные и начальные условия для системы (3.67)– (3.72) в безразмер­
ном виде записываются как:

𝑟 = 𝑅̃ : Ψ = 0,
𝜕Ψ

𝜕𝑟
= 0,

𝜕𝐴

𝜕𝑟
= 0,

𝜕𝐵

𝜕𝑟
= 0,

𝜕𝑆

𝜕𝑟
= 0, (3.74)
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Таблица 3 — Список безразмерных параметров. Оценки приведены для пары
реагентов азотная кислота HNO3 – гидроксид натрия NaOH, растворенных в

воде.

Параметр Определение Численное значение

𝑆𝑐 ν/𝐷𝐴0 317
𝑅𝐴 𝑔β𝐴𝐴𝑙𝑖𝑚ℎ

3/ν𝐷𝐴0 –
𝑅𝐵 β𝐵/β𝐴 1.2
𝑅𝑆 β𝑆/β𝐴 1.6
𝐷𝑎 𝐾𝐴𝑙𝑖𝑚ℎ

2/𝐷𝐴0 103

γ𝐴 𝐴0/𝐴𝑙𝑖𝑚 –
γ𝐵 𝐵0/𝐴𝑙𝑖𝑚 –
𝐿̃ 𝑙0/ℎ –
𝑅̃ 𝑟0/ℎ 20

𝑡 = 0 : 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝐿̃ : Ψ = 0, 𝐴 = γ𝐴, 𝐵 = 0, (3.75)

𝑡 = 0 : 𝐿̃ < 𝑟 ⩽ 𝑅̃ : Ψ = 0, 𝐴 = 0, 𝐵 = γ𝐵. (3.76)

Полный набор безразмерных параметров задачи представлен в таблице 3.
Таким образом, окончательная математическая формулировка включает

в себя уравнения (3.67)–(3.72), законы концентрационно-зависимой диффу­
зии (3.73), а также граничные и начальные условия (3.74)–(3.76). Управ­
ляющими параметрами задачи являются центробежное число Рэлея 𝑅𝐴,
контролирующее скорость вращения, начальные концентрации реагентов γ𝐴
и γ𝐵, а также безразмерное положение 𝐿̃/𝑅̃ начальной поверхности контакта,
которое определяет относительный объем растворов в ячейке и величину цен­
тробежной перегрузки в зоне реакции.

3.3.2 Основное состояние реакции – диффузии

Задача (3.67)–(3.76) не является автономной в том смысле, что процессы
реакции – диффузии – конвекции протекают необратимым образом в закрытой
кювете. Тем не менее, существует класс нестационарных решений, которые опи­
сывают динамику реакции – диффузии в условиях механического равновесия.
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Положив всюду в уравнениях (3.67)–(3.72) скорость жидкости равной нулю,
получим систему нелинейных уравнений, описывающих основное состояние ре­
акции – диффузии:

𝜕𝐴0

𝜕𝑡
= 𝐷𝐴(𝐴

0)
𝜕2𝐴0

𝜕𝑟2
+

𝐷𝐴(𝐴
0)

𝑟

𝜕𝐴0

𝜕𝑟
+

𝑑𝐷𝐴(𝐴
0)

𝑑𝐴0

(︂
𝜕𝐴0

𝜕𝑟

)︂2

−𝐷𝑎𝐴0𝐵0, (3.77)

𝜕𝐵0

𝜕𝑡
= 𝐷𝐵(𝐵

0)
𝜕2𝐵0

𝜕𝑟2
+

𝐷𝐵(𝐵
0)

𝑟

𝜕𝐵0

𝜕𝑟
+

𝑑𝐷𝐵(𝐵
0)

𝑑𝐵0

(︂
𝜕𝐵0

𝜕𝑟

)︂2

−𝐷𝑎𝐴0𝐵0, (3.78)

𝜕𝑆0

𝜕𝑡
= 𝐷𝑆(𝑆

0)
𝜕2𝑆0

𝜕𝑟2
+

𝐷𝑆(𝑆
0)

𝑟

𝜕𝑆0

𝜕𝑟
+

𝑑𝐷𝑆(𝑆
0)

𝑑𝑆0

(︂
𝜕𝑆0

𝜕𝑟

)︂2

+𝐷𝑎𝐴0𝐵0. (3.79)

В рассматриваемых условиях поля концентраций 𝐴0(𝑡,𝑟), 𝐵0(𝑡,𝑟), 𝐶0(𝑡,𝑟)

осесимметричны. Верхний индекс «0» введен для обозначения переменных ос­
новного состояния. Система (3.77)–(3.79) дополняется начальными

𝑡 = 0, 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝐿̃ : 𝐴0 = γ𝐴, 𝐵0 = 0, (3.80)

𝑡 = 0, 𝐿̃ < 𝑟 ⩽ 𝑅̃ : 𝐴0 = 0, 𝐵0 = γ𝐵, (3.81)

и граничными условиями

𝑟 = 𝑅̃ :
𝜕𝐴0

𝜕𝑟
= 0,

𝜕𝐵0

𝜕𝑟
= 0,

𝜕𝐶0

𝜕𝑟
= 0, (3.82)

аналогичными условиям (3.74)–(3.76).
В общем случае задача (3.77)–(3.82) не имеет аналитического решения и

может быть решена только численно. Следует отметить, что задача реакции
– диффузии с цилиндрической формой начальной контактной поверхности от­
личается от похожей задачи с плоским фронтом, изучавшейся ранее в поле
тяжести [92; 93]. Отличие состоит в том, что в уравнениях (3.77)–(3.79) присут­
ствует дополнительное диффузионное слагаемое, пропорциональный 1/𝑟. Его
влияние тем сильнее, чем ближе к оси вращения располагается фронт реакции
(𝑟 → 0). В другом предельном случае (𝑟 → ∞) его воздействие на систему
становится незначительным, и указанные задачи совпадают.

После приведения растворов HNO3 и NaOH в контакт в момент 𝑡 = 0

процессы реакции – диффузии начинают изменять поле плотности, задаваемое
соотношением (3.72). Это может привести к созданию благоприятных условий
для развития неустойчивости системы в поле центробежной силы. Ответ на во­
прос о том, какой тип движения реализуется при заданном наборе параметров,
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дает анализ устойчивости и прямое численное моделирование. Тем не менее,
общую структуру карты устойчивости можно выявить путем анализа основ­
ного состояния [75].

Полученная таким способом карта устойчивости на плоскости (γ𝐴,γ𝐵)
представлена на рисунке 3.13. Аббревиатуры DLC, SW, CDD и RT обозна­
чают соответственно неустойчивость диффузионного слоя, ударной волны,
концентрационно – зависимой диффузии и Рэлея – Тейлора. Рисунок 3.14
иллюстрирует распределения плотности в основном состоянии при различ­
ных начальных концентрациях, соответствующих вертикальному срезу на
рисунке 3.13. На карте устойчивости существует четыре области, отвечающие
качественно различным профилям плотности. Эти области разделены тремя
бифуркационными кривыми. Основная бифуркационная кривая задается со­

Рисунок 3.13 — Карта устойчивости на плоскости (γ𝐴, γ𝐵) для 𝐿̃/𝑅̃ =
√
2/2.

Точки 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 на срезе γ𝐴 = 0.667 соответствуют начальным концентрациям
основания γ𝐵 = 0.9, 0.667, 0.57, 0.35.

отношением
γ𝐵 =

β𝐴

β𝐵
γ𝐴 =

γ𝐴

𝑅𝐵
, (3.83)

которое представляет собой уравнение линии равных плотностей центрального
и периферийного слоев — изопикны (жирная сплошная линия на рисунке 3.13).
Соотношение (3.83) подразумевает, что вес элемента объема жидкости зави­
сит как от молекулярной структуры растворенного вещества, так и от его
количества. В области параметров выше изопикны раствор основания плотнее
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раствора кислоты. В силу начальных условий (3.80), (3.81) это означает, что
система в момент 𝑡 = 0 устойчива в поле центробежной силы. Ниже изопикны
наблюдается обратная ситуация: более плотная жидкость находится в централь­
ной области кюветы, что приводит к развитию неустойчивости Рэлея – Тейлора
независимо от протекающих процессов реакции – диффузии.

Ранее в работах [87; 90—93] было показано, что реакция нейтрализации
в сочетании с механизмами концентрационно – зависимой диффузии может
привести к возникновению плотностной потенциальной ямы и поддерживать
ее в квазистационарном состоянии в течение длительного времени. В смысле
формирования локальных минимумов плотности этот эффект выполняет функ­
цию, схожую с производством воды. Однако стоит отметить, что производство
воды — эффект существенно динамический, и в полной мере проявляет себя
при уже развитом конвективном движении. Напротив, концентрационно – за­
висимая диффузия изначально формирует в равновесной системе условия для
неустойчивости, поддерживая их в процессе дальнейшей эволюции.

Находясь под действием внешнего инерционного поля, система с осо­
бенностью в распределении плотности может демонстрировать ряд новых
сценариев структурообразования. Условие появления локального минимума в
поле плотности определяется точкой перегиба в радиальном профиле плотно­
сти, рассчитанном в основном состоянии:

𝜕2ρ̂0(𝑡,𝑟)

𝜕𝑟2
= 0. (3.84)

Эта бифуркационная кривая изображена на рисунке 3.13 тонкой сплошной ли­
нией. Из уравнения (3.84) ясно, что положение кривой зависит от времени.
Однако по прошествии стадии быстрых изменений поля плотности (𝑡 < 0.1)
система переходит в квазистационарный режим, в котором поля концентраций
и плотности изменяются сравнительно медленно.

Дальнейшее продвижение вниз по вертикальному срезу на рисунке 3.13
приводит к пересечению еще одной бифуркационной кривой, обозначенной
штрихпунктирной линией. Данная кривая определяет условие равенства плот­
ностей реакционной зоны и центрального слоя:

ρ̂0(𝑡,0) = ρ̂0(𝑡,𝑟𝑚𝑎𝑥), (3.85)



104

(а) (б )

(в) (г)
Рисунок 3.14 — Мгновенные поля плотности ρ̂0(𝑡,𝑟) основного состояния
реакции-диффузии, рассчитанные для фиксированного значения начальной
концентрации кислоты γ𝐴 = 0.667 и четырех значений концентрации основания
γ𝐵 (Рис. 3.13). Положение начальной контактной поверхности 𝐿̃/𝑅̃ =

√
2/2. Все

поля показаны в момент 𝑡 = 2.

где 𝑟𝑚𝑎𝑥 обозначает положение локального максимума плотности. Максимум
формируется за счет продуцирования на фронте реакции тяжелой соли, ко­
эффициент диффузии которой уменьшается с ростом ее концентрации (см.
уравнения (3.73)). Следовательно, чем больше соли образуется в результате ре­
акции, тем менее подвижной она становится и с тем меньшей интенсивностью
диффундрирует из области вблизи реакционного фронта, накапливаясь там и
образуя локальный максимум в поле плотности.

На рисунке 3.15 представлена еще одна карта устойчивости, построенная
в плоскости параметров (γ𝐵, 𝐿̃/𝑅̃) при фиксированном значении γ𝐴 = 0.667.
Карта рассчитывается в момент времени 𝑡 = 2. Вертикальный срез карты при
𝐿̃/𝑅̃ =

√
2/2, обозначенный сплошной красной линией, проходит через те же

точки, что и на рисунке 3.13. При таком положении начального фронта объемы
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Рисунок 3.15 — Карта устойчивости на плоскости (γ𝐵, 𝐿/𝑅) для 𝑅 = 20. Точки
𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 на срезе 𝐿/𝑅 = 1/

√
2 соответствуют начальным концентрациям осно­

вания γ𝐵 = 0.9, 0.667, 0.57, 0.35.

двух смесей с реагентами равны. Когда контактная поверхность смещается в ту
или иную сторону, количество одного из реагентов в закрытом реакторе начина­
ет преобладать. Смещение контактной поверхности к оси вращения приводит к
сужению одной из потенциальных ям вплоть до полного ее исчезновения во всем
диапазоне γ𝐵 над изопикной (Рис. 3.15). Анализ основного состояния показы­
вает, что если начальный фронт располагается на расстоянии от оси меньшем,
чем 𝐿̃/𝑅̃ = 0.2, конвекция развиваться не будет. По мере удаления контактной
поверхности от оси вращения область существования двух потенциальных ям
постепенно расширяется. Если поверхность находится вблизи твердой границы
ячейки Хеле-Шоу, потенциальная яма снова исчезает. Однако следует иметь в
виду, что из-за небольшого запаса основания процессы реакции-диффузии здесь
протекают намного быстрее, и потенциальная яма в действительности успевает
появиться, но исчезает на более ранних этапах эволюции (𝑡 < 2).

3.3.3 Бифуркационная кривая 𝐾ρ = 1

Неустойчивости CDD и SW не вошли в классификацию [75] (Рис. 1.1), по­
скольку ответственные за их формирование механизмы еще не были известны.
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Но классификацию можно дополнить, пользуясь тем же методом, что и авто­
ры [75]. Наступление неустойчивости ударно-волнового типа характеризуется
критерием подобия, введенным в [90]:

𝐾ρ =
1 + β𝑆𝑆 + βres𝐶res

1 + β𝑎𝐴
, (3.86)

где βres и 𝐶res — соответственно коэффициент концентрационного расширения
остатка и его концентрация, которые необходимо принимать во внимание, когда
начальные концентрации реагентов не равны друг другу и избыточное веще­
ство прореагирует не до конца. Критерий (3.86) представляет собой отношение
плотностей реакционной зоны и центрального слоя вдали от фронта реакции.
Условие 𝐾ρ = 1 означает равенство плотностей (Рис. 3.16, красная линия).
Если 𝐾ρ > 1, то зона реакции более плотная, и конфигурация системы яв­
ляется глобально устойчивой. При этом в системе может развиться локальное
конвективное движение, обусловленное формированием в поле плотности по­
тенциальной ямы (неустойчивость CDD). Другая ситуация наблюдается в том
случае, когда реакционная зона становится менее плотной, чем центральный
слой (𝐾ρ < 1), поскольку в этом случае вся центральная часть системы прихо­
дит в движение по направлению инерционного поля (неустойчивость SW).

Рисунок 3.16 — Профили плотности для фиксированного γ𝐴 = 0.667 при после­
довательном уменьшении γ𝐵, демонстрирующие переход к ударно-волновому

режиму неустойчивости.
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При некоторых допущениях бифуркационная кривая 𝐾ρ = 1, разделя­
ющая два режима, может быть проведена на плоскости тех же параметров,
которые использовались авторами [75] для классификации неустойчивостей в
смешивающихся системах. Для этого воспользуемся системой уравнений основ­
ного состояния (3.77)–(3.79) с начальными условиями (3.80)–(3.81). Предполо­
жим, что слой жидкости имеет бесконечную протяженность по горизонтали.
При таком допущении цилиндрическая геометрия не будет играть роли, и
можно считать, что профиль безразмерной плотности ρ0(𝑥, 𝑡) определяется
обычными уравнениями реакции – диффузии в декартовой системе координат.
Введем ось 𝑥, связанную с начальной контактной поверхностью между двумя
растворами так, чтобы в момент 𝑡 = 0 кислота располагалась в области 𝑥 < 0, а
основание — в области 𝑥 > 0 (Рис. 3.16). Точка 𝑥 = 0 будет соответствовать точ­
ке 𝑟 = 𝐿̃ в прежних обозначениях. Вслед за авторами [75] будем считать, что
коэффициенты диффузии всех реагентов постоянны. При таких допущениях
система имеет автомодельное аналитическое решение, игнорирующее быструю
начальную стадию реакционного процесса (𝑡 → ∞).

Поскольку неустойчивость SW локализуется в «центральной» (левой)
части кюветы с раствором кислоты, при анализе профиля плотности будем рас­
сматривать только область слева от фронта реакции (𝑥 < 0). Слой с раствором
основания можно не рассматривать, поскольку в данном режиме он не вовле­
кается в конвективное движение. Решение при 𝑡 → ∞ можно записать в виде

ρ̂0left = 𝐴0
left +

β𝑆

β𝐴
𝑆0

left, (3.87)

где нижний индекс «left» введен для обозначения левой части профиля. Функ­
ции 𝐴0

left и 𝑆0
left имеют вид [77]:

𝐴0
left = γ𝐴

[︂
1− erfc(−𝑥/2

√
𝑡)

erfc(−α)

]︂
,

𝑆0
left = β

erfc
(︁
−𝑥/2

√︀
𝑡𝐷𝑆/𝐷𝐴

)︁
erfc

(︁
−α/

√︀
𝐷𝑆/𝐷𝐴

)︁ ,

β ≡
erfc(α/

√︀
𝐷𝐵/𝐷𝐴)erfc(−α/

√︀
𝐷𝐵/𝐷𝐴)

2
√︀
𝐷𝐵/𝐷𝐴erfc(−α)𝑒α2(1−𝐷𝐴/𝐷𝐵)

,
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где 𝐷𝐴, 𝐷𝐵 и 𝐷𝑆 — постоянные коэффициенты диффузии, а функция erfc(𝑥)
определяется как

erfc(𝑥) ≡ 2√
π

∫︁ ∞

𝑥

𝑒−τ
2

𝑑τ.

Коэффициент α, определяющий скорость и направление движения реакцион­
ного фронта, является решением уравнения

𝑒α
2(𝐷𝐴/𝐷𝐵−1)erfc

(︃
α√︀

𝐷𝐵/𝐷𝐴

)︃
= γ𝐵

√︂
𝐷𝐵

𝐷𝐴
erfc(−α).

Его величина и знак определяются коэффициентами диффузии и начальными
концентрациями кислоты и основания. Для рассматриваемого случая α ≈ 0.3,
и фронт с течением времени сдвигается вправо.

Соотношение (3.87) позволяет определить кривую 𝐾ρ = 1 из условия
равенства плотностей в левой части профиля и в реакционной зоне. Из опре­
деления (3.86), в котором следует положить 𝐶res = 0 (значения начальных
концентраций близки), получим данное условие в виде

ρ0left(𝑥max) ≡ 𝐴0
left(𝑥max) +

β𝑆

β𝐴
𝑆0

left(𝑥max) = γ𝐴,

где предполагается, что вдали от реакционного фронта плотность не испы­
тывает серьезных возмущений и остается равной начальному значению γ𝐴, а
значение плотности реакционной зоны берется в точке локального максимума
профиля (Рис. 3.16). Последняя определяется из условия(︂

𝜕ρ

𝜕η

)︂
η=ηmax

= − 2√
π

𝑒−η
2
max

erfc(−α)
+

2β𝑆β

β𝐴

√︀
π𝐷𝑆/𝐷𝐴

𝑒−η
2
max𝐷𝐴/𝐷𝑆

erfc(−α/
√︀

𝐷𝑆/𝐷𝐴)
= 0,

где для сокращения записи использована автомодельная переменная ηmax =

𝑥max/2
√
𝑡. Таким образом, условие 𝐾ρ = 1 принимает вид

γ𝐴

[︂
1− erfc(−𝑥max/2

√
𝑡)

erfc(−α)

]︂
+ β

β𝑆

β𝐴

erfc(−𝑥max/2
√︀

𝑡𝐷𝑆/𝐷𝐴)

erfc(−α/2
√︀

𝑡𝐷𝑆/𝐷𝐴))
= γ𝐴. (3.88)

Трансцендентное уравнение (3.88) позволяет определить на плоскости
(𝐷𝑆/𝐷𝐴, β𝑆/β𝐴) точки, удовлетворяющие соотношению 𝐾ρ = 1.

Искомая бифуркационная кривая выделена красным цветом на рисун­
ке 3.17, который полезно сравнить с исходным (Рис. 1.1), где δ𝑐 = 𝐷𝑆/𝐷𝐴 и
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Рисунок 3.17 — Бифуркационная кривая 𝐾ρ = 1, построенная методом анали­
за профилей плотности основного состояния в асимптотике 𝑡 → ∞. Область
между черными кривыми, найденными в [75], соответствует двум экстремумам

в профилях плотности.

𝑅𝑐 = β𝑆/β𝐴. Все аббревиатуры сохраняют прежние значения; аббревиатура DD
обозначает неустойчивость двойной диффузии, развивающуюся при 𝐷𝑆 > 𝐷𝐴.
Кривые β𝑆/β𝐴 = 𝑈1 и β𝑆/β𝐴 = 𝑈2 на рисунке 3.17 ограничивают область,
где у профиля плотности наблюдается два экстремума (минимум и максимум).
Кривые на рисунке вычислены для параметров пары HNO3 и NaOH. Отметим,
что в работе [93] похожая кривая была получена из качественных соображений.
Действительно, развитие обеих неустойчивостей, разделяемых кривой 𝐾ρ = 1,
наблюдается при наличии двух экстремумов в левой части профиля плотности
— максимума, сформированного солью в зоне реакции, и минимума в слое с кис­
лотой. Небольшие изменения 𝐾ρ вблизи единицы меняют высоту максимума,
никак не влияя на число экстремумов (Рис. 3.16). Таким образом, получение
точной формы кривой из уравнения (3.88) подтверждает эти выводы.

Важно еще раз отметить, что используемый подход ограничен исполь­
зованием постоянных коэффициентов диффузии и предположением о неогра­
ниченности пространства кюветы. Вследствие этого из поля зрения выходят
эффекты, связанные с концентрационно-зависимой диффузией и кривизной
геометрии ячейки Хеле-Шоу. Тем не менее, в аналогичном приближении бы­
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ла построена и исходная классификация [75]. Представленный анализ вносит в
нее критерий (3.86), определяющий два новых режима неустойчивости.

3.3.4 Результаты численного исследования

Сфокусируемся на той части карты устойчивости (Рис. 3.13), где предпо­
ложительно имеет место ячеистая конвекция. Неустойчивость концентрационно
– зависимой диффузии ранее подробно изучалась в работах [87; 90; 92; 93],
где было показано, что для возникновения периодической системы хемокон­
вективных ячеек необходимо наличие потенциальной ямы в поле плотности.
Данное условие выполняется, если зона реакции плотнее центрального слоя
(𝐾ρ > 1). Специфика рассматриваемой здесь проблемы состоит в том, что инер­
ционное поле действует радиально, а полость имеет цилиндрическую форму.
Важным следствием этого является форма потенциальной ямы, позволяющая
неустойчивости развиваться практически сразу, так как в радиальном профиле
плотности появляется точка перегиба. Это происходит из-за дополнительного
члена в уравнениях реакции – диффузии (3.77)–(3.79), появляющегося в задаче
с цилиндрической симметрией. Еще одной особенностью центробежного поля
является его зависимость от расстояния до оси вращения. Поэтому важно так­
же изучить влияние на конвекцию параметра 𝐿̃/𝑅̃.

На рисунке 3.18 демонстрируется временная эволюция полей безразмер­
ной плотности и функции тока при начальных концентрациях реагентов γ𝐴 =

γ𝐵 = 0.667 (Рис. 3.13, б). Центробежное число Рэлея составляет 𝑅𝐴 = 5× 104,
что приблизительно соответствует значению перегрузки ∼ 0.5𝑔 на краю кюве­
ты. Положение начального фронта выбирается на середине расстояния между
осью и внешней стенкой: 𝐿̃/𝑅̃ = 0.5. Из рисунка видно, что в начале эволюции
существует только одна потенциальная яма (Рис. 3.18, 𝑡 = 0.05). Вторая по­
тенциальная яма развивается дольше и становится заметной только в момент
𝑡 = 0.2. Данный результат согласуется с результатом решения задачи реакции
– диффузии в основном состоянии (Рис. 3.14, б ). Наконец, к моменту 𝑡 = 0.5

можно отчетливо наблюдать развитое конвективное движение.
Неустойчивость DLC развивается в потенциальной яме, примыкающей

к оси вращения. Крупномасштабное вихревое движение образует радиальные
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Рисунок 3.18 — Распределение полей безразмерной плотности ρ̂(𝑡,𝑟,φ) и функ­
ции тока Ψ(𝑡,𝑟,φ) в моменты времени t: 0.05; 0.2; 0.5; 2.0, демонстрирующее
формирование ячеек CDD при 𝑅𝐴 = 5× 104, 𝐿/𝑅 = 0.5. Начальные концентра­

ции: γ𝐴 = 0.667, γ𝐵 = 0.667.

направления для транспорта кислоты из центра к реакционной зоне. Данная
неустойчивость ассимметрична, поскольку ее распространение в радиальном
направлении ограничено. Эта особенность отличает неустойчивость DLC на ри­
сунке 3.18 от ее классического вида в поле тяжести. Еще одной особенностью
системы в поле центробежной силы является существование области вблизи оси
вращения, которая находится в состоянии, близком к невесомости. В этой обла­
сти жидкость перемещается медленнее, чем вблизи фронта реакции, причем ее
движение происходит в основном благодаря наличию потоков жидкости из тех
областей, где центробежная сила действует более интенсивно.

По другую сторону потенциального барьера при 𝑟 ≈ 𝐿̃, механическое
равновесие жидкости также теряет устойчивость. Вторая потенциальная яма,
расположенная дальше от оси вращения, создает замкнутый кольцевой слой,
в котором локализуется последовательность хемоконвективных ячеек CDD.
Вторая потенциальная яма существует в устойчивой форме только благодаря
эффекту концентрационно – зависимой диффузии реагентов, что и послужило
причиной соответствующего названия неустойчивости [87]. Длина волны возму­
щений CDD и DLC зависит от ширины потенциальной ямы, которая, в свою
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очередь, определяется взаимодействием нелинейной реакции с диффузией, за­
висящей от концентрации. Из рисунка 3.14, б, видно, что ширина центральной
потенциальной ямы превышает ширину периферийной, следствием чего вихри
DLC неустойчивости являются более крупными. Две неустойчивости, разделен­
ные потенциальным барьером вблизи 𝑟 ≈ 𝐿̃, взаимодействуют друг с другом
путем обмена диффузионными сигналами. Подробно этот процесс изучался в
работе [178] в рамках линейной теории устойчивости для системы в статическом
гравитационном поле. Было показано, что диффузия быстрой кислоты к зоне
реакции оказывает влияние на неустойчивость CDD, увеличивая длину вол­
ны конвективной структуры. Обратное влияние на длину волны DLC при этом
отсутствует вследствие малости коэффициента диффузии основания NaOH. Бы­
ло также показано, что с течением времени периодическая последовательность
ячеек CDD сменяется квазипериодической, а затем и хаотической. В случае
цилиндрической системы в центробежном поле периодичность структуры на­
рушается практически сразу, поскольку она взаимодействует с центральным
слоем не только посредством диффузии, но и механически. Действительно, на
рисунке 3.18 можно видеть, что конкурирующие в ограниченном пространстве
крупные вихри DLC деформируют потенциальную яму, изначально имеющую
форму кольца.

На рисунке 3.19 изображена карта устойчивости в плоскости параметров
𝑅𝐴 и 𝐿̃/𝑅̃. Можно видеть, что на карте существует область, где значение цен­
тробежной силы настолько мало, что жидкость во всем пространстве кюветы
находится в механическом равновесии. Этот случай иллюстрируется соответ­
ствующими полями плотности, рассчитанными для отмеченных на карте точек
𝑑 и 𝑒. Данная область характеризуется либо относительно небольшой скоростью
вращения, либо малым расстоянием от контактной поверхности до оси. В обоих
предельных случаях наблюдаются процессы реакции – диффузии с появлением
одной или двух потенциальных ям, протекающие в равновесном режиме. Инте­
ресной особенностью рассматриваемой системы является диапазон параметров,
при котором наблюдается только неустойчивость CDD (Рис. 3.19, точка b).
Эффект достигается путем изменения положения контактной поверхности при
фиксированной скорости вращения. Как видно из карты устойчивости, разде­
ление мод происходит, когда начальный фронт расположен настолько близко к
оси вращения, насколько это необходимо для того, чтобы все возмущения DLC
затухали. Порог возбуждения обоих режимов чувствителен по отношению к
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Рисунок 3.19 — Карта устойчивости в плоскости параметров 𝑅𝐴 и 𝐿̃/𝑅̃. Вер­
тикальный срез 𝑎–𝑑 соответствует 𝑅𝐴 = 6 × 104 и 𝐿̃/𝑅̃ = 0.9,0.6,0.3,0.2.
Горизонтальный срез 𝑒–ℎ соответствует 𝐿̃/𝑅̃ = 0.5 и 𝑅𝐴 = 104, 4 × 104, 9 ×
104, 1.1×105. Во всех расчетах использовались значения параметров γ𝐴 = 0.667,

γ𝐵 = 0.667.

изменениям параметра 𝐿̃/𝑅̃, однако возмущения DLC развиваются в централь­
ной потенциальной яме. Равновесие в периферийной потенциальной яме теряет
устойчивость при меньших значениях параметра вращения 𝑅𝐴, поэтому ока­
зывается возможным данный сценарий, заведомо исключенный в однородном
поле тяжести.

В случае гипергравитационных перегрузок неустойчивость DLC в цен­
тральной потенциальной яме имеет нерегулярную структуру с самого начала
эволюции, что существенным образом сказывается на форме области, в кото­
рой локализуется ячеистая конвекция (Рис. 3.19). Интенсивный поток кислоты
из центра к зоне реакции приводит к резкому увеличению концентрации со­
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ли. При этом глубина потенциальной ямы на периферии изначально невелика
(Рис. 3.14, б ), вследствие чего подобные скачки плотности могут привести к
локальному прорыву потенциального барьера. В этом случае ячейка CDD, на­
сыщенная тяжелой солью, под действием центробежной силы может покинуть
области локализации основного движения.

Рисунок 3.20 иллюстрирует эволюцию пространственной скорости реак­
ции 𝑅(𝑡), определяемой выражением (2.40), для точек карты устойчивости
(Рис. 3.19). Скорость перемешивания жидкостей увеличивается как с удалением
начальной контактной поверхности от оси вращения, так и с ростом центро­
бежного числа Рэлея. Постепенный перенос начального фронта реакции 𝐿̃/𝑅̃

к периферии расширяет пространство центральной зоны, доступное для круп­
номасштабной конвекции DLC, вследствие чего с ростом данного параметра
интенсивность перемешивания увеличивается наиболее заметно. Перераспреде­
ление плотности под действием центробежной силы приводит к столкновению
вихрей DLC вблизи центра кюветы. Конкуренция этих вихрей между собой в
процессе движения к оси объясняет нестационарный характер эволюции макси­
мума функции тока (Рис. 3.21) при больших перегрузках.

Рисунок 3.20 — Эволюция пространственной скорости реакции 𝑅(𝑡) для точек
a – d (слева) и e – h (справа) на карте устойчивости, представленной на рисун­

ке 3.19.

Далее рассмотрим сценарий формирования неустойчивости ударно-вол­
нового типа. Зафиксируем начальные концентрации растворов на значениях
γ𝐴 = 0.667 и γ𝐵 = 0.57 (Рис. 3.13, в). В данном случае поле плотности в
основном состоянии также имеет две потенциальные ямы. Однако плотность
раствора кислоты теперь превышает плотность реакционной зоны (𝐾ρ < 1),
оставаясь меньше плотности раствора основания на периферии кюветы. Таким
образом, вся центральная часть системы оказывается неустойчивой в поле цен­
тробежной силы. На рисунке 3.22 представлена эволюция полей безразмерной



115

Рисунок 3.21 — Эволюция абсолютной величины максимума функции тока для
точек a – d (слева) и e – h (справа) на карте устойчивости, представленной на

рисунке 3.19.

плотности и функции тока при фиксированном значении центробежного чис­
ла Рэлея 𝑅𝐴. Значение 𝑅𝐴 = 105 приблизительно соответствует перегрузке 1g

Рисунок 3.22 — Распределение полей безразмерной плотности ρ̂(𝑡,𝑟,φ) и функ­
ции тока Ψ(𝑡,𝑟,φ) в моменты времени t: 0.05; 0.2; 0.5; 2.0, демонстрирующее
формирование волны плотности при 𝑅𝐴 = 105, 𝐿̃/𝑅̃ = 0.7. Начальные концен­

трации: γ𝐴 = 0.667, γ𝐵 = 0.57.

вблизи фронта реакции. Величина параметра 𝐿̃/𝑅̃ = 0.7 обеспечивает прибли­
зительное равенство объемов, занимаемых растворами при 𝑡 = 0. Это условие
гарантирует максимальное время протекания реакции, на протяжении которого
оба компонента должны прореагировать полностью.

Поскольку плотность сформированного солью потенциального барьера
оказывается меньше, чем плотность центральной зоны, вся зона реакции на­
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чинает резко всплывать к оси вращения (Рис. 3.22, 𝑡 = 0.05). При этом слой
с раствором плотного основания остается устойчивым, поскольку глобальная
неустойчивость Рэлея – Тейлора была исключена выбором начальных кон­
центраций реагентов. Тем не менее, центральная зона оказывается целиком
вовлечена в конвективное движение высокой интенсивности, что приводит к
быстрому перемешиванию растворов. Распределение плотности приобретает
очертания ступенчатой функции с резким скачком вблизи раствора основания
(Рис. 3.22, 𝑡 = 0.5). Структура течения позади скачка плотности неоднородна:
в центральном слое появляется разветвленная система потоков повышенной
плотности, доставляющих кислоту к фронту реакции (Рис. 3.22, 𝑡 = 2). За счет
интенсивного радиального переноса кислоты к реакционному фронту, данный
режим характеризуется чрезвычайно быстрым выгоранием обоих реагентов,
вследствие чего скачок плотности быстро распространяется в направлении от
оси вращения. Наблюдение этого процесса в поле тяжести привело авторов [90]
к аналогии с ударными волнами. Было показано, что следствия теоретического
описания данного режима, основанного на уравнениях «мелкой воды», хоро­
шо согласуются с экспериментом. Если скорость волны плотности превышает√
𝑆𝑐, то в системе наблюдается аналог гидравлического прыжка. Таким обра­

зом, безразмерная величина
√
𝑆𝑐 играет для данной среды такую же роль, как

и величина 𝑣 =
√
𝑔ℎ в теории «мелкой воды». Для рассматриваемой двухслой­

ной системы оценки дают
√
𝑆𝑐 ≈ 17.8, что в размерных единицах составляет

0.056 мм/с. Как только скорость плотностной волны падает ниже этого значе­
ния, скачок плотности останавливается и режим ударно-волновой конвекции
прекращается.

Границы устойчивости режима ударной волны на плоскости параметров
𝑅𝐴 и 𝐿̃/𝑅̃ показаны на рисунке 3.23. Можно видеть, что механизм образования
волны срабатывает и в условиях микрогравитации. Например, при начальном
расположении фронта 𝐿̃/𝑅̃ = 0.5 ударно-волновой процесс будет запущен уже
при значении числа Рэлея 𝑅𝐴 = 2 × 103 ≈ 0.02𝑔 (Рис. 3.23, точки e и f).
Аналогичный переход происходит при фиксированной скорости вращения и из­
менении расстояния до контактной поверхности (Рис. 3.23, c и d). Также было
обнаружено, что спонтанная остановка волны в случае системы с цилиндри­
ческой симметрией более выражена. В ходе распространении волны ее фронт
постепенно удлиняется, а пространство, занимаемое раствором кислоты, расши­
ряется по как 𝑟2wave, где 𝑟wave определяет положение фронта в данный момент
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Рисунок 3.23 — Карта устойчивости в плоскости параметров 𝑅𝐴 и 𝐿/𝑅. Вер­
тикальный срез a – d соответствует 𝑅𝐴 = 6 × 104 и 𝐿̃/𝑅̃ = 0.9,0.6,0.3,0.1.
Горизонтальный срез e – h соответствует 𝐿̃/𝑅̃ = 0.5 и 𝑅𝐴 = 103, 4 × 104, 9 ×
104, 1.1×105. Во всех расчетах использовались значения параметров γ𝐴 = 0.667,

γ𝐵 = 0.57, 𝑅 = 20.

времени. Это приводит к тому, что концентрация кислоты в центральной об­
ласти 0 < 𝑟 < 𝑟wave быстро уменьшается, тогда как концентрация раствора
основания на периферии 𝑟wave < 𝑟 < 𝑅 остается прежней, поскольку условия
механического равновесия на периферии не нарушаются. Со временем соотно­
шение концентраций γ𝐴/γ𝐵 меняется в пользу основания, и система выходит
из диапазона параметров, благоприятного для существования данного режи­
ма (Рис. 3.13).

На рисунке 3.24 показано изменение во времени интегральной характери­
стики 𝑅(𝑡) для всех точек, отмеченных на карте устойчивости ударно-волнового
режима. Для данного режима характерно быстрое наступление развитой кон­
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векции с иерархической структурой, вследствие чего скорость перемешивания
реагентов оказывается в разы выше по сравнению с режимом CDD. Видно, что
в начальный момент времени функция 𝑅(𝑡) претерпевает «взрыв», в котором
значительная часть жидкости в области пространства 0 < 𝑟wave < 𝑟 интенсив­
но перемешивается в результате всплытия зоны реакции к центру. Например,
система с начальной контактной поверхностью на расстоянии 𝐿̃/𝑅̃ = 0.5

(горизонтальный срез e – h рисунка 3.23) демонстрирует следующие уровни
перемешивания 𝑅(𝑡) к моменту 𝑡 = 0.5: 0.35 (h), 0.3 (g), 0.2 (f), 0.05 (e).
Точки g и h соответствуют случаям почти полного перемешивания в обла­
сти 𝑟 < 𝑟wave. По истечении времени 𝑡 = 0.5 перемешивание осуществляется
только за счет расширения центральной области в ходе движения волны. К
этому моменту движение жидкости структурируется в систему крупномасштаб­
ных вихрей, которые образуют разветвленную сеть в распределении плотности.
Такое распределение служит эффективным механизмом для поддержания про­
цесса реакции, поскольку позволяет вихрям отводить соль к центру кюветы и
подавать свежую кислоту к реакционному фронту.

Рисунок 3.24 — Эволюция пространственной скорости реакции 𝑅(𝑡) для точек
a – d (слева) и e – h (справа) на карте устойчивости, представленной на рисун­

ке 3.23.

Рисунок 3.25 — Эволюция абсолютной величины максимума функции тока для
точек a – d (слева) и e – h (справа) на карте устойчивости, представленной на

рисунке 3.23.
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Существенно нестационарный характер вихревого движения в централь­
ной области естественным образом влечет за собой осцилляции максимума
функции тока (Рис. 3.25). Скорость движения волнового фронта увеличива­
ется с ростом параметра вращения 𝑅𝐴. Остановка волны происходит только в
момент полного выгорания реагентов. В предельных случаях небольшого объ­
ема, занятого кислотой (Рис. 3.23, точка c) или основанием (Рис. 3.23, точка
a) выгорание соответствующего реагента происходит достаточно быстро. Если
же начальные условия задаются с тем, чтобы обеспечить равенство объемов,
занимаемых растворами (Рис. 3.22), реакция будет продолжаться вплоть до ис­
чезновения обоих реагентов. В таких условиях фронт ударной волны способен
достичь края кюветы, и в системе осуществится полное перемешивание реаген­
тов за счет естественной конвекции.

Наконец, обсудим кратко развитие неустойчивости Рэлея – Тейлора. Об­
ласть этой неустойчивости расположена ниже линии изопикны, где начальная
плотность раствора кислоты превышает плотность раствора основания. Зафик­
сируем значения начальных концентраций на значениях γ𝐴 = 0.667 и γ𝐵 = 0.35

(Рис. 3.13, точка d). На рисунке 3.26 показаны распределения полей плотности
и функции тока в последовательные моменты времени. Движение жидкости
в указанной области параметров возникает при сколь угодно малой величине
инерционного поля, поскольку стратификация по плотности в данном случае
будет изначально неустойчива. Потенциальный барьер, формируемый за счет
выделяющеся в реакции соли, не способен сдерживать жидкость вблизи линии
контакта реагентов. Неустойчивость развивается в виде крупных пальчиковых
структур, распространяющихся радиально по направлению к краю кюветы
(Рис. 3.26, 𝑡 = 0.2). К моменту 𝑡 = 0.5 пальцы, ускоряясь с удалением от оси,
достигают краев кюветы, и реакция охватывает весь ее объем. Интенсивность
перемешивания в этом случае существенно выше по сравнению с рассмотренны­
ми ранее случаями. К моменту 𝑡 = 2 процессы реакции – диффузии – конвекции
прекращаются, поскольку система становится однородной по плотности.
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Рисунок 3.26 — Распределение полей безразмерной плотности ρ̂(𝑡,𝑟,φ) и
функции тока Ψ(𝑡,𝑟,φ) в моменты времени t: 0.05; 0.2; 0.5; 2.0 в режиме
неустойчивости Рэлея-Тейлора при 𝑅𝐴 = 6 × 105, 𝐿̃/𝑅̃ = 0.5. Начальные кон­

центрации: γ𝐴 = 0.667, γ𝐵 = 0.35.

3.4 Основные выводы по главе

В настоящей главе проведено теоретическое исследование хемоконвек­
тивной неустойчивости во вращающейся ячейке Хеле-Шоу. Представлено
уравнение движения несжимаемой жидкости, ключевой особенностью которого
является слагаемое Кориолиса, не исчезающее в пределе двумерного течения.
Вывод определяющих уравнений приводит к появлению в уравнении движения
эффекта плавучести, связанного с силой Кориолиса. В рамках исследования
данного эффекта рассмотрена задача о конвективной устойчивости жидкости с
внутренней генерацией компонента переноса. Найдено основное состояние систе­
мы, проведен линейный анализ его устойчивости и исследованы общие свойства
спектра возмущений. Показано, что при отличном от нуля числе Экмана 𝐸𝑘

спектр обогащается колебательными возмущениями. Слабонелинейный анализ
подтверждает этот вывод. При достижении центробежным числом Рэлея крити­
ческого значения стационарное равновесие жидкости сменяется колебательной
конвекцией. Исследование полной нелинейной динамики показало, что сила Ко­
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риолиса оказывает стабилизирующее влияние на основное состояние системы.
Динамика режимов конвекции при высоких надкритичностях демонстриру­
ет усложнение сценария перехода к хаотической конвекции по сравнению со
случаем, когда плавучесть Кориолиса не учитывается. Переход сопровожда­
ется серией бифуркаций предельных циклов и торов, появлением странных
аттракторов тороидального типа. Построена карта устойчивости на плоскости
параметров число Рэлея 𝑅ω – число Экмана 𝐸𝑘. Показано, что течения в ячей­
ке Хеле-Шоу демонстрируют характерное для силы Кориолиса азимутальное
отклонение элемента жидкости в зависимости от скорости его движения. Кро­
ме того, уравнение описывает зависимость такого отклонения от изменений
плотности.

Влияние центробежного поля на конвективную неустойчивость исследова­
но на примере двухслойной системы смешивающихся жидкостей, реагирующих
по схеме нейтрализации второго порядка. В ходе исследования основного со­
стояния реакции – диффузии показано, что в зависимости от начальных
концентраций в системе можно выделить тот же ряд сценариев развития кон­
векции, что наблюдался ранее в поле тяжести. Построена карта режимов
неустойчивости в плоскости начальных концентраций реагентов (γ𝐴, γ𝐵). По­
казано, что зависимость коэффициентов диффузии от концентрации приводит
к появлению потенциальной ямы в профиле плотности основного состояния.
Внутри потенциальной ямы под действием инерционного поля конвективное
движение может развиваться в виде периодической последовательности вихрей
(неустойчивость CDD). Периодичность структуры может нарушаться с ростом
угловой скорости (центробежного числа Рэлея 𝑅𝐴) и расстояния от центра до
начальной контактной поверхности (безразмерное отношение 𝐿̃/𝑅̃). Изменение
начальных концентраций приводит к смене данной неустойчивости режимом
ударной волны плотности (SW), быстро распространяющейся в направлении
инерционного поля. Квазианалитическим методом на основе упрощенной си­
стемы уравнений реакции – диффузии определен бифуркационный критерий,
разделяющий эти два сценария. Эволюция и структура режимов, а также гра­
ницы устойчивости в плоскости параметров (𝑅𝐴, 𝐿̃/𝑅̃) найдены с помощью
прямого численного моделирования.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итоги выполненного исследования. В диссертации проведено теоре­
тическое исследование конвективной неустойчивости в системе реагирующих
жидкостей в ячейке Хеле-Шоу в условиях действия различных силовых полей.
Основные результаты работы заключаются в следующем:

1. Установлен механизм динамической стабилизации хемоконвектив­
ной структуры в системе несмешивающихся реагирующих растворов
сильной кислоты и основания. Показано, что регулярность паттерна
обеспечивается производством воды в ходе реакции. Данный эффект
описывается интегральной поправкой в слагаемом плавучести урав­
нений движения. Определены значения начальных концентраций
растворов и интенсивности производства воды, при которых регуляр­
ная структура вихрей сменяется неустойчивостью Рэлея – Тейлора.

2. Установлена роль силы Кориолиса в квазидвумерных течениях вра­
щающейся неоднородной жидкости в геометрии Хеле-Шоу. В рамках
теории возмущений получены уравнения конвекции, включающие си­
лу плавучести Кориолиса. Показано, что равновесие вращающейся
жидкости с внутренней генерацией компонента переноса сменяется
колебательной конвекцией. Под влиянием эффекта плавучести равнове­
сие стабилизируется, а переход к хаотической конвекции осложняется
бифуркациями тороидальных аттракторов.

3. Выявлены сценарии развития неустойчивости в системе смешиваю­
щихся реагирующих растворов во вращающейся ячейке Хеле-Шоу.
Показано, что нелинейное взаимодействие реакции и диффузии при­
водит к возникновению потенциальных ям в поле плотности среды.
Под действием центробежной силы в них возбуждается неустойчи­
вость в виде регулярной последовательности хемоконвективных ячеек.
При определенном соотношении начальных концентраций реагентов
ячеистая конвекция сменяется плотностной волной ударного типа.
Получено аналитическое выражение для бифуркационной кривой этих
режимов. Определены границы существования режимов в простран­
стве управляющих параметров.
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Рекомендации, перспективы дальнейшей разработки темы. Полу­
ченные результаты позволяют рекомендовать использование пространственно­
неоднородного центробежного поля для управления тепло- и массопереносом в
ряде технологических процессов химической промышленности. В особенности
это актуально для разработок на основе микрожидкостных реакторов, где суще­
ствует проблема интенсификации перемешивания растворов ввиду существенно
ламинарного течения жидкости на малых масштабах. Одним из перспективных
направлений дальнейшего исследования является разработка модели, учитыва­
ющей влияние неравномерного вращения на устойчивость двухслойной системы
реагирующих жидкостей. В частности, сюда относится случай периодической
модуляции угловой скорости, служащей источником либрационного воздей­
ствия на жидкость. Еще один вопрос, оставшийся вне рамок диссертационной
работы, касается влияния кориолисовой плавучести на движение растворов с
межфазной границей. Модель динамического производства растворителя также
может уточняться в направлении учета поправочного множителя для концен­
трации всех веществ, находящихся вблизи реакционной зоны.
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