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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы исследования и степень ее разработанности. 
Развитие современных технологий термомеханической обработки материалов 

и изделий, создания новых конструкционных и функциональных материалов в 
значительной мере определяется возможностью их детального математического 
моделирования. Физико-механические свойства материалов являются отражением 
состояния их структуры, которая существенно изменяется при неупругом дефор-
мировании. Поэтому для совершенствования существующих и разработки новых 
методов термомеханической обработки необходимо решение актуальной задачи 
на «стыке» нелинейных механики и физики деформируемого твердого тела – по-
строения моделей материалов (конститутивных моделей, определяющих соотно-
шений), способных описывать эволюцию их структуры и эффективных свойств 
при деформировании. 

В последние десятилетия для решения этой задачи все большее признание 
находит подход, основанный на явном введении в структуру определяющих соот-
ношений параметров, называемых внутренними переменными и отражающих со-
стояние и изменение мезо- и микроструктуры, и формулировке на базе сведений 
из физики твердого тела и физического материаловедения эволюционных уравне-
ний для этих параметров (обзоры приведены в публикациях Y.B. Guo, M.F. 
Horstemeyer, G.A. Maugin, D.L. McDowell, K. Saї, D. Sheng, J. Zhao и др.; краткий 
обзор приведен в [1, 7]). Это позволяет за счет введения необходимого числа 
внутренних переменных и соотношений для их эволюции вместо операторной или 
функциональной формы определяющих соотношений использовать системы 
(обыкновенных) дифференциальных и алгебраических соотношений (при этом 
свойство памяти учитывается в конститутивной модели – история воздействий от-
ражается совокупностью изменяющихся значений внутренних переменных). В 
рамках данного подхода возможно построение многоуровневых моделей с явным 
учетом структуры и механизмов деформирования на различных масштабных 
уровнях. 

Существенный вклад в развитие многоуровневых моделей материалов внесен 
отечественными исследователями: В.А. Лихачевым и В.Г. Малининым, В.В. Ры-
биным, учеными томской научной школы В.Е. Панина (заложили основы новой 
дисциплины, находящейся на стыке механики деформируемого твердого тела и 
физики твердого тела и посвященной – в том числе – изучению эволюции струк-
туры материала – физической мезомеханики), уральской школы  механиков, осно-
ванной С.Д. Волковым (Ю.В. Соколкиным, А.А. Ташкиновым, В.Э. Вильдеманом 
и др.), А.Е. Волковым и др. Стоит отметить, что формулировки многоуровневых 
моделей металлов и сплавов, как правило, базируются на физических соотноше-
ниях для описания процессов на мезоуровне (в ряде работ – с привлечением мик-
ро- и атомарного уровней). Значительный вклад в развитие таких соотношений 
внесен в работах А.В. Вахрушева, М.Д. Кривилева, А.М. Кривцова, П.В.Макарова, 
С.Г.Псахье, В.А.Романовой и др. Отдельную группу составляют модели, являю-
щиеся, по сути, развитием теории скольжения С.Б. Батдорфа и Б.А. Будянского, 
представленные в работах М.Я. Леонова, А.Н. Мохеля, Р.Л. Салганика, С.А. Хри-
стиановича, G. Rousselier, S. Leclercq и др. 
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В последние десятилетия весьма интенсивно развиваются построенные в 
рамках подхода с введением внутренних переменных многоуровневые модели для 
описания поведения поликристаллических металлов и сплавов, основанные на фи-
зических теориях пластичности (ФТП), которые, в отличие от математических 
макрофеноменологических теорий, базируются на явном рассмотрении физиче-
ских механизмов неупругого деформирования и их носителей – дефектов кристал-
лического строения; в англоязычной литературе для ФТП используется название 
«crystal plasticity». Пионерские работы в данном направлении были опубликованы 
в 30-50х гг. XX века (G.I. Taylor, J.F.W. Bishop, R. Hill, G. Sachs, T. Lin и др.), од-
нако применение моделей данного класса до определенного времени сдержива-
лось недостаточными возможностями вычислительной техники. В связи с увели-
чением компьютерных мощностей в последние десятилетия развитие данного 
направления происходит весьма интенсивно. Существенный вклад в совершен-
ствование аппарата многоуровневых моделей внесен работами зарубежных иссле-
дователей (L. Anand, R.J. Asaro, I.J. Beyerlein, C.A. Bronkhorst, G. Cailletaud, L. 
Delannay, O. Diard, A.M. Habraken, M.F. Horstemeyer, S.R. Kalidindi, M. Kothari, S. 
Li, D.L. McDowell, A. Needleman, F. Roters, P. Van Houtte  и др.; краткий обзор 
приведен в [5, 6, 16]). К сожалению, в России модели данного класса в настоящий 
момент не столь популярны (хотя и наблюдается устойчивый рост интереса к 
ним), можно отметить работы В.А. Лихачева, В.Г. Малинина, П.В. Трусова, П.В. 
Макарова, В.А. Романовой, Р.Р. Балахонова.  

Несмотря на значительный прогресс в создании многоуровневых моделей по-
ликристаллов, обычно включающих описание механизмов внутризеренного дис-
локационного скольжения, ротаций решеток кристаллитов и двойникования, до-
стигнутый в работах вышеуказанных и других авторов, возрастающую интенсив-
ность опубликования результатов исследований по данному направлению в веду-
щих мировых журналах по механике (как следует из проведенного обзора), к 
настоящему времени остаются нерешенными многие важные вопросы, что вызва-
но, в первую очередь, сложностью построения моделей на стыке механики и фи-
зики твердого тела (мезомеханики). Условно их можно разделить на общие, отно-
сящиеся ко всем моделям данного класса, и вопросы развития конкретных моде-
лей с целью их применения для более широких диапазонов (механических и тем-
пературных) воздействий, когда важным становится учет других, отличных от пе-
речисленных выше, механизмов неупругого деформирования. 

Среди вопросов первой группы особой важностью отличается вопрос обосно-
ванной формулировки геометрически нелинейных кинематических и определяю-
щих соотношений, поскольку для большинства технологических процессов тер-
момеханической обработки металлов и сплавов характерны большие градиенты 
перемещений. Существенный вклад в развитие методологии построения макрофе-
номенологических нелинейных моделей МДТТ внесли многие ученые (Г.Л. Бров-
ко, П.А. Жилин, А.А. Ильюшин, В.И. Кондауров, А.В. Коновалов, С.Н. Коробей-
ников, В.Н. Кукуджанов, В.И. Левитас,  А.И. Лурье, А.А. Маркин, Ю.И. Няшин, 
А.А. Поздеев, А.А. Роговой, Л.И. Седов,  П.В. Трусов, A. Bertram, O.T. Bruhns, 
Y.F. Dafalias, A.E. Green, G. Jaumann, J. Mandel, P.M. Naghdi, W. Noll, M.B. Rubin, 
C. Trusdell, H. Xiao, S. Zaremba  и др. [12, 13, 16]). Однако стоит отметить, что по-
давляющее число известных работ посвящено формулировке соотношений для 
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упруго-изотропных материалов в рамках континуальной механики. Между тем 
для металлов и сплавов важным представляется учет симметрийных свойств как 
при формулировке соотношений мезоуровня с учетом анизотропии упругих 
свойств решетки, так и на макроуровне – из-за образования и изменения текстуры 
симметрийные свойства макроуровня эволюционируют. По мнению автора, во-
прос построения геометрически нелинейных моделей МДТТ для анизотропных 
материалов при неупругом деформировании, особенно – с изменяющимися сим-
метрийными свойствами, не является полностью решенным (это следует из прове-
денного обзора, представленного в главе 3). В то же время имеются значительные 
перспективы для решения этой важной задачи с использованием многоуровневого 
подхода в связи с тем, что для большинства металлических материалов на мезо-
масштабном уровне возможно выделение геометрических элементов, характери-
зующих симметрию материала. Таким образом, актуальной является задача иссле-
дования существующих геометрически нелинейных многоуровневых моделей ме-
таллов и сплавов и их развития путем учета симметрийных свойств мезоуровня 
при формулировке кинематических и определяющих соотношений. 

К общим для всех моделей для описания поведения поликристаллов относит-
ся вопрос анализа чувствительности к возмущениям параметров – оценка влияния 
отклонений этих величин на изменение отклика. Актуальность рассмотрения этого 
для моделей материалов обусловлена стохастичностью большинства их физико-
механических характеристик и прикладываемых воздействий, в связи с чем к раз-
рабатываемым для описания технологических процессов конститутивным моде-
лям предъявляются повышенные требования по устойчивости к возмущению ма-
териальных параметров и воздействий.  

Обращаясь к развитию многоуровневых моделей металлов и сплавов с целью 
их применения для более широких диапазонов термомеханический воздействий, 
отметим, что особый интерес представляет включение в них описания механизма 
зернограничного скольжения (ЗГС). Это необходимо для исследования перспек-
тивных технологических процессов, основанных на использовании деформирова-
ния в режиме  структурной сверхпластичности (Р.А. Васин, М.В. Грабский, Ф.У. 
Еникеев, О.А. Кайбышев, Р.Р. Мулюков, П.И. Полухин, М.Х. Шоршоров, И.Н. 
Фридляндер и др. [18, 19]), позволяющих получать детали сложной формы малым 
числом операций с исключением сварки. К настоящему времени значительный 
вклад в исследование физических основ (структурного) сверхпластического де-
формирования, в частности – установление лидирующей роли механизма ЗГС, со-
здание математических моделей описания сверхпластического деформирования, 
внесен упомянутыми и другими исследователями (А.А. Бочвар, Р.З. Валиев, А.П. 
Жиляев, А.А. Мазилкин, М.М. Мышляев, О.Б. Наймарк, В.Е. Панин, А.И. Пше-
ничнюк, В.Н. Чувильдеев, P. Berbon, J.W. Edington, M. Furukawa, T.G. Langdon и 
др. [18, 19]). Необходимыми условиями для деформирования в режиме структур-
ной сверхпластичности являются нахождение скорости деформации и температу-
ры в определенном диапазоне, а также мелкозернистая структура материала, что 
обычно достигается использованием предварительной обработки методами интен-
сивной пластической деформации (в частности, равноканальным угловым прессо-
ванием). В источниках, описывающих эксперименты (в подавляющем большин-
стве – на одноосное растяжение) по сверхпластическому деформированию, отме-
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чается стадийность кривой растяжения (стадия упруговязкопластичности с упроч-
нением, стадия «перехода» к структурной сверхпластичности, сам режим струк-
турной сверхпластичности), изменение ролей отдельных физических механизмов 
и существенное изменение структуры. Очевидно, что в технологических процес-
сах также будут наблюдаться эти эффекты, однако автору диссертации не встре-
чались многоуровневые модели на основе ФТП, содержащие явное описание всех 
значимых и взаимодействующих механизмов при сверхпластическом деформиро-
вании (и переходах между режимами), актуально создание такой модели. 

Объектами исследования работы выступают поликристаллические металлы 
и сплавы с различной структурой. Предметом исследования являются процессы 
их пластического деформирования и деформирования в режиме структурной 
сверхпластичности (последнее – при соответствующем состоянии структуры и 
осуществлении деформирования в определенных температурно-скоростных 
диапазонах воздействий). 

Цель работы – развитие подхода, основанного на введении внутренних пе-
ременных, к построению многоуровневых геометрически и физически нелиней-
ных моделей для описания деформирования поликристаллических металлов и 
сплавов, включающих явное описание изменяющейся структуры материала, опре-
деляемых ее состоянием эффективных физико-механических свойств и механиз-
мов деформирования на различных масштабных уровнях и их взаимодействий, и 
исследование с помощью созданных моделей закономерностей процессов пласти-
ческого (упругопластического, упруговязкопластического) и сверхпластического 
деформирования. 

Для достижения обозначенной цели были поставлены следующие научные 
задачи: 

1. Аналитический обзор существующих подходов к построению многоуровне-
вых моделей поликристаллических металлов и сплавов, включая определение 
возможностей существующих моделей и выявление имеющихся в данной области 
проблемных вопросов и сложностей, на основании которого – уточнение задач ра-
боты. 

2. Формулировка базовой двухуровневой (мезо- и макроуровень) конститутив-
ной упругопластической (упруговязкопластической) модели для описания дефор-
мирования поликристаллических металлов и сплавов, основанной на введении 
внутренних переменных и кинетических соотношений для них, необходимых для 
явного рассмотрения эволюционирующей структуры материала, эффективных фи-
зико-механических свойств и ключевых механизмов деформирования на мезо-
масштабном уровне.  

3. Разработка подхода к формулировке геометрически и физически нелиней-
ных кинематических и определяющих соотношений многоуровневых конститу-
тивных моделей с учетом симметрийных свойств на различных масштабных уров-
нях. 

4. Проведение аналитического сопоставления различных формулировок моде-
лей мезоуровня. Разработка и реализация процедур идентификации и верифика-
ции моделей, исследование поведения представительного объема (макро- и мезо-
уровней) поликристаллических металлов и сплавов при различных нагружениях, 
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сопоставление и анализ результатов моделирования, в том числе – изменения 
структуры материала.   

5. Разработка методики исследования чувствительности многоуровневых мо-
делей к входным данным (воздействиям, параметрам, начальным условиям). При-
менение методики для оценки чувствительности предложенных моделей. 

6. Усовершенствование базовой модели путем учета ключевых механизмов 
процесса деформирования при расширении диапазона воздействий – создание  
трехуровневой модели поликристаллического материала, способной описывать 
как режим структурной сверхпластичности, так и переход к нему и выход из него. 
Идентификация и верификация модели для конкретного материала, исследование 
процессов простого и сложного нагружения с использованием данной модели с 
анализом описания действия и взаимодействия различных механизмов деформи-
рования и эволюции структуры.   

Методология и методы исследования.  
Методологической базой диссертационной работы являются разработки оте-

чественных и зарубежных ученых в области нелинейной механики и физики де-
формируемого твердого тела. Ключевые методы исследования основаны на аппа-
рате многоуровневого математического моделирования, базирующегося на введе-
нии внутренних переменных и ФТП, позволяющих явным образом описывать фи-
зические механизмы деформирования и структуру материала на различных мас-
штабных уровнях. Алгоритмы реализации моделей разработаны с применением 
численных методов интегрирования систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений, решения систем нелинейных алгебраических уравнений, численных 
методов оптимизации. 

Научная новизна работы заключается в разработке следующих элементов, 
обеспечивающих развитие подхода к построению многоуровневых моделей поли-
кристаллических металлов и сплавов: 

1. Новая формулировка геометрически и физически нелинейных кинематиче-
ских и определяющих соотношений многоуровневых конститутивных моделей с 
учетом симметрийных свойств элементов мезоуровня. Процедура согласования 
определяющих соотношений мезо- и макроуровня. Данные наработки могут ис-
пользоваться в структуре разных классов многоуровневых конститутивных моде-
лей металлов и сплавов (учитывающих различные механизмы деформирования). 

2. Построенные на базе предложенной формулировки новые упругопластиче-
ские и упруговязкопластические двухуровневые модели  деформирования поли-
кристаллических материалов, включающие описание внутризеренного дислокаци-
онного скольжения и ротаций решеток кристаллитов, позволяющие описывать из-
менение структуры материала. Алгоритмы реализации предложенных моделей с 
использованием эффективных численных схем, комплекс программ для ЭВМ. Ре-
зультаты исследования процессов простого и сложного нагружения, согласующи-
еся с экспериментальными данными, в том числе – об изменении структуры и реа-
лизации различных механизмов деформирования. Результаты впервые проведен-
ного аналитического и численного сопоставления различных формулировок моде-
лей мезоуровня в составе многоуровневых конститутивных моделей.   

3. Новая трехуровневая конститутивная модель для описания поведения поли-
кристаллического материала как в режиме структурной сверхпластичности, так и 
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перехода к нему и выхода из него, учитывающая все значимые механизмы дефор-
мирования (внутризеренное дислокационное скольжение, ротации решеток кри-
сталлитов, зернограничное скольжение, динамическую рекристаллизацию, зерно-
граничную диффузию) и их взаимодействие. Модель базируется на впервые со-
зданном сценарии развития процесса неупругого формоизменения с чередованием 
ролей и взаимосвязями различных физических механизмов деформирования. Ал-
горитм реализации предложенной модели с использованием эффективных чис-
ленных схем, комплекс программ для ЭВМ. Результаты исследования с использо-
ванием разработанной модели процессов простого и сложного нагружения образ-
цов из алюминиевого сплава 1420, удовлетворительно согласующиеся с экспери-
ментальными данными, в том числе – об изменении структуры и реализации ме-
ханизмов деформирования. 

4. Новая методика и результаты исследования чувствительности многоуровне-
вых моделей к входным данным.  

Содержание приведенных п.1–4 характеризуют теоретическую значимость 
работы – развитие подхода к построению многоуровневых моделей поликристал-
лических металлов и сплавов.  

Практическая значимость работы заключается в возможности использова-
ния предложенного аппарата (многоуровневых конститутивных моделей и реали-
зующего их комплекса программ) для исследования поведения материалов при 
термомеханической обработке (в частности – с использованием деформирования в 
режиме структурной сверхпластичности), необходимого для совершенствования 
существующих и создания новых технологий обработки материалов методами ин-
тенсивного деформирования. 

Основные положения, выносимые на защиту: 
1. Подход к формулировке геометрически и физически нелинейных кинемати-

ческих и определяющих соотношений многоуровневых конститутивных моделей с 
учетом симметрийных свойств мезоуровня. 

2. Двухуровневые конститутивные модели для исследования упругопластиче-
ского и упруговязкопластического деформирования поликристаллических матери-
алов, включающие описание внутризеренного дислокационного скольжения и ро-
таций решеток кристаллитов. Результаты моделирования процессов простого и 
сложного нагружения, в том числе – данные об изменении структуры и реализа-
ции механизмов деформирования. Результаты аналитического и численного сопо-
ставления различных формулировок подмоделей мезоуровня, используемых в 
многоуровневых конститутивных моделях. 

3.  Трехуровневая модель поликристаллического материала, способная описы-
вать как режим структурной сверхпластичности, так и переход к нему и выход из 
него, учитывающая все значимые механизмы деформирования (внутризеренное 
дислокационное скольжение, ротации решеток кристаллитов, зернограничное 
скольжение, динамическую рекристаллизацию, зернограничную диффузию) и их 
взаимодействие. Результаты исследования с использованием предложенной моде-
ли деформирования процессов простого и сложного нагружения образцов из алю-
миниевого сплава 1420, согласующиеся с экспериментальными данными, в том 
числе – об изменении структуры и реализации различных механизмов деформиро-
вания. 
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4. Методика исследования чувствительности многоуровневых моделей к вход-
ным данным. Результаты ее применения для предложенных моделей. 

Достоверность и обоснованность результатов подтверждается удовлетво-
рительным соответствием результатов численного моделирования эксперимен-
тальным данным, результатами численных экспериментов по устойчивости и схо-
димости решения. 

Апробация работы. Результаты диссертационной работы представлялись  
автором в устных докладах на Всероссийских и Международных конференциях: 
Всероссийский съезд по фундаментальным проблемам теоретической и приклад-
ной механики (Казань, 2015, Уфа, 2019), Зимняя школа по механике сплошных 
сред (Пермь, 2011, 2013, 2015, 2017, 2019), «Перспективные материалы с иерархи-
ческой структурой для новых технологий и надежных конструкций» (Томск, 2013, 
2015, 2016, 2017), «Механика, ресурс и диагностика материалов и конструкций» 
(Екатеринбург, 2012, 2014, 2016, 2018), «Актуальные проблемы механики» 
(Санкт-Петербург, 2015), World Congress on Computational Mechanics (Сан-Паулу, 
2012, Барселона, 2014), International Conference on Material Modelling (Варшава, 
2013, Рим, 2017),  European Mechanics of Materials Conference (Брюссель, 2016, 
Нант, 2018),  European Solid Mechanics Conference (Мадрид, 2015), International 
Conference on Computational Plasticity (Барселона, 2019). Работа полностью докла-
дывалась и обсуждалась на семинарах кафедры математического моделирования 
систем и процессов ПНИПУ (руководитель – д.ф.-м.н., проф. П.В. Трусов), Инсти-
тута механики сплошных сред УрО РАН (руководитель – академик РАН, д.т.н., 
проф. В.П. Матвеенко), кафедры композиционных материалов и конструкций 
ПНИПУ (руководитель – д.т.н., проф. А.Н. Аношкин). 

Публикации. По теме диссертации опубликовано 70 печатных работ, из них 
18 – в ведущих научных журналах, входящих в перечень рецензируемых научных 
изданий, установленный Министерством образования и науки Российской Феде-
рации для представления результатов докторских диссертаций (из них 8 вошли в 
переводную версию журнала, индексируемую в Web of Science и Scopus), 5 статей 
– в журналах, индексируемых в базе данных Web of Science и/или Scopus, 9 статей 
– в сборниках материалов конференций, индексируемых в международных базах 
цитирования Scopus и/или Web of Science; получено 3 свидетельства о государ-
ственной регистрации программы для ЭВМ. 

Личный вклад автора. Автором или с его непосредственным участием по-
лучены все включенные в диссертацию результаты: аналитический обзор литера-
туры по тематике работы, постановки на его основе задач работы, обоснование и 
формулировка основных положений, определяющих научную новизну и практи-
ческую значимость исследования, разработка алгоритмов численной реализации 
предложенных моделей, создание комплексов программ, проведение вычисли-
тельных экспериментов, анализ и обобщение аналитических и численных резуль-
татов моделирования, формулировка выводов.  

Связь исследований с научными программами. Работы по тематике дис-
сертации проводились при финансовой поддержке Министерства науки и высшего 
образования (базовая часть государственного задания ПНИПУ, проект 
9.7434.2017/8.9), Программы поддержки молодых ученых (гранты Президента РФ 
МК-3989.2012.1, МК-4485.2014.1), Российского научного фонда (проект 17-19-
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01292), Российского фонда фундаментальных исследований (проекты 12-08-01052, 
12-08-33082, 14-01-00069, 15-08-06866, 17-01-00379, 17-41-590694). 

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит из введе-
ния, списка сокращений и основных обозначений, шести глав, заключения, списка 
использованной литературы. Работа изложена на 302 страницах, содержит 66 ри-
сунков и 6 таблиц. Список литературы включает 467 наименования. 
  

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 
Введение содержит обоснование актуальности выбранной темы исследования 

и характеристику степени ее разработанности. Сформулированы цель и задачи ра-
боты. Освещены научная новизна, теоретическая и практическая значимость рабо-
ты, подходы и методы исследования, положения, выносимые на защиту. Приведе-
на информация о степени достоверности и об апробации результатов. Представле-
но краткое описание содержания глав диссертационной работы. 

Первая глава посвящена анализу современного состояния в области модели-
рования неупругого деформирования моно- и поликристаллических металлов и 
сплавов. 

В п.1.1 приводится информация об основных подходах к формулировке опре-
деляющих соотношений (макрофеноменологическом, термодинамическом, струк-
турно-имитационном, физическом). Отмечается, что существенным недостатком 
макрофеноменологических моделей с позиции их применимости для исследования 
технологических процессов, помимо неспособности описать изменение структу-
ры, является необходимость проведения экспериментов для (теоретически – бес-
конечно) большого числа вероятных траекторий нагружения и учета полученных 
данных в операторе модели. Обосновывается, что для решения поставленных в 
работе задач предпочтительно использовать физический подход с явным учетом 
механизмов деформирования.  

В п.1.2 подробно описывается формализм данного подхода, основанном на 
явном введении в структуру определяющих соотношений внутренних перемен-
ных, отражающих текущее состояние мезо- и микроструктуры, и формулировке на 
базе сведений из физики твердого тела и физического материаловедения эволюци-
онных уравнений для этих параметров (краткий обзор приведен в [1, 7]). Введение 
необходимого числа внутренних переменных и соотношений для описания их 
эволюции позволяет вместо операторной или функциональной формы определя-
ющих соотношений использовать системы (обыкновенных) дифференциальных и 
алгебраических соотношений. Стоит отметить, что в этом случае история воздей-
ствий не отбрасывается, она содержится в совокупности внутренних переменных.  

В п.1.3 приводится краткий обзор способов построения многоуровневых мо-
делей материалов в рамках указанного подхода, предложенных отечественными и 
зарубежными учеными. Приводятся основные характеристики физических теорий 
упруговязкопластичности (ФТП), которые базируются на явном рассмотрении фи-
зических механизмов неупругой деформации и их носителей – дефектов кристал-
лического строения. Проведен обзор пионерских и популярных в настоящее время 
моделей ФТП и основанных на них многоуровневых моделей для описания пла-
стического деформирования поликристаллических металлов и сплавов различных 
классов – статистических, самосогласованных, прямых [5, 6, 16]. Отмечено, что 
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для моделирования технологических процессов наиболее эффективными в насто-
ящее время являются статистические модели. 

Обозначены основные нерешенные вопросы, возникающие при построении 
многоуровневых моделей поликристаллических металлов и сплавов, связанные в 
первую очередь со сложностью построения моделей на стыке механики и физики 
твердого тела (мезомеханики).  

Во второй главе рассмотрены двухуровневые статистические конститутив-
ные модели поликристаллических металлов.  

В п.2.1 описывается структура двухуровневой модели неупругого деформи-
рования поликристаллов. Далее все величины макроуровня обозначены заглавны-
ми буквами, мезоуровня – аналогичными строчными. 

В качестве соотношения для связи скоростей изменения мер напряженно-
деформированного состояния (НДС) на макроуровне используется закон Гука в 
скоростной релаксационной форме в терминах актуальной конфигурации [7]: 

cor T in thˆ: : ( )e≡ − ⋅ + ⋅ = = ∇ − − −K K Ω K K Ω П Z П V Ω Z Z ,  (2.1) 
где cor ≡ − ⋅ + ⋅K K Ω K K Ω  – объективная скорость изменения меры напряженного 
состояния, K – взвешенный тензор напряжений Кирхгоффа, Ω  – тензор спина 
квазитвердого движения макроуровня, П  – тензор эффективных упругих свойств 
макроуровня, Tˆ≡ ∇ −Z V Ω  – индифферентная мера скорости полных деформаций 
на макроуровне [8], Tˆ= ∇L V  – транспонированный градиент скорости перемеще-
ний, ∇̂  – набла-оператор в текущей лагранжевой системе координат. Принимается 
гипотеза об аддитивности упругих eZ , неупругих inZ  и термических thZ  состав-
ляющих меры скорости полных деформаций: e in th= + +Z Z Z Z .  

Значения внутренних переменных макроуровня in th( , , , )    Ω П Z Z  определяют-
ся с использованием соотношений мезоуровня. В рамках статистической модели в 
соответствие представительному объему (ПО) верхнего уровня ставится выборка 
элементов мезоуровня – кристаллитов (зерен, субзерен) [7]. При назначении воз-
действий для модели нижнего уровня используется обобщенная гипотеза Фойгта 

=l L  (равенство градиента скорости перемещений на мезоуровне соответствую-
щей величине макроуровня), а также задание температуры θ  и скорости ее изме-
нения на мезоуровне равными соответствующим величинам макроуров-
ня: θ , θ = Θ   = Θ  . В отличие от популярных статистических моделей на основе 
ФТП, не принимающих во внимание никаких взаимодействий зерен, в предлагае-
мых учитывается топология – их взаиморасположение в пространстве, что необ-
ходимо для описания зернограничного упрочнения и зернограничного скольжения 
в модели, применимой в более широких диапазонах воздействий (гл.6). Спин Ω  и 
тензор упругих свойств П  устанавливаются осреднением по ПО макроуровня со-
ответствующих характеристик мезоуровня. Для определения неупругой inZ  и тер-
мической thZ  составляющих скорости деформации используются приведенные в 
данном разделе процедуры согласования определяющих соотношений уровней, 
обеспечивающие равенство макронапряжений K  осредненным мезонапряжениям 
κ  [9]. В качестве отклика представительного макрообъема также определяется 
мощность теплового источника с помощью осреднения мощностей совокупности 
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внутренних тепловых источников за счет внутризеренного дислокационного 
скольжения (ВДС). 

Для зерна (элемента мезоуровня) упругий закон в скоростной релаксационной 
форме в терминах актуальной конфигурации имеет вид: 

cr
( )

in th T ( ) ( ) ( )
( ) ( )

=1

= / – :

ˆ: – ) : – – γ θ ,

e
cr

K
k k k

cr cr
k

d dt + ⋅ ⋅  = =

 
      = − = −   

 
∑

κ κ κ ω ω κ п z

п (z z z п v ω b n α ∇    (2.2) 

где  
ο

ˆρ ρ =  
 

κ σ  – взвешенный тензор напряжений Кирхгоффа, σ – тензор напря-

жений Коши, 
ο

ˆρ,  ρ  – плотность материала кристаллита в отсчетной и актуальной 
конфигурациях, cr / –= + ⋅ ⋅d dtκ κ κ ω ω κ  – коротационная производная тензора 
Кирхгоффа, ω  – спин квазитвердого движения мезоуровня, определяющий дви-
жение подвижной системы координат (ПСК), связанной с симметрийными свой-
ствами кристаллита (определение спина подробно обсуждается в главах 3 и 4), 

( )crп  – тензор упругих свойств кристаллита (компоненты которого постоянны в ба-

зисе ПСК), T 1ˆ −= ⋅v f f∇  – градиент скорости перемещений, Tˆ –z = v ω∇  – тензор 
меры скорости полных деформаций, определяемый наблюдателем в ПСК, ez  – ме-

ра скорости упругих деформаций,  in ( ) ( ) ( )

=1
γ= ∑ 

K
k k k

k
z b n  – мера скорости неупругих 

деформаций, ( ) ( ) ( )γ , ,  

k k kb n  – скорость сдвига, направление сдвига и нормаль к 
плоскости сдвига в актуальной конфигурации для k-й системы внутризеренного 
скольжения краевых дислокаций (используется удвоенное число систем скольже-
ния), α  – тензор термического расширения (компоненты которого постоянны в ба-
зисе ПСК).  

В п.2.2 приводятся соотношения для определения скорости неупругого де-
формирования кристаллита за счет ВДС. 

Описывается разработанная упругопластическая модель мезоуровня, пред-
ставляющая собой модификацию модели Линя для геометрически нелинейного 
случая [2–4]. При этой формулировке требуется нахождение изображающей точки 
в пространстве напряжений на поверхности текучести. Преимуществом этой мо-
дели является возможность интегрирования с большим шагом по времени, однако 
имеющиеся недостатки (сложность алгоритмической и программной реализации, 
особенно для случаев с неизотропным упрочнением; ограниченность диапазона 
применения, так как из рассмотрения исключаются вязкие эффекты, характерные 
для интенсивных пластических деформаций, особенно – при повышенных темпе-
ратурах) обусловили выбор для построения расширенных моделей (гл.6) вязко-
пластического соотношения [12, 14] для определения скоростей сдвигов ВДС: 

  ( )m( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0γ = γ τ τ (τ – τ ), 1, ..., ,k k k k k

c cН k K       =      (2.3) 

где τ(k) , cτ(k)  – сдвиговое и критическое сдвиговое напряжение на k-й системе 
скольжения краевых дислокаций, К – общее число систем скольжения, 

( ) ( )τ :(k) k k= κ b n , m – показатель скоростной чувствительности материала (параметр 



13 
 

модели), Н(·) – функция Хэвисайда, 0γ  – скорость сдвига по системе скольжения 
при достижении касательным напряжением критического напряжения сдвига. Бы-
ли рассмотрены варианты определения 0γ : постоянное значение и 0γ uzα= , где α  

– постоянный параметр модели, T2 / 3 :uz  =  z z . Стоит отметить, что в последнем 
случае касательные напряжения стремятся к критическим при любом m, при по-
стоянном 0γ  данный эффект наблюдается при больших m (результаты соответ-
ствующих численных расчетов приведены в главе 4).  

Критические напряжения cτ(k)  являются одними из важнейших внутренних пе-
ременных моделей мезоуровня, определяются функцией накопленных к текущему 
моменту сдвигов по системам скольжения и истории их изменения. В  п.2.2 при-
ведены сведения о некоторых подходах к формулировке соотношений для опреде-
ления cτ(k)[5, 6]. Вопрос построения этих соотношений находится за рамками дан-
ной работы, в качестве базового для установления критических напряжений при 
низких гомологических температурах используется соотношение 1: 

   
K

( ) ( ) ( )
c

1
τ γk kl l

l
h

=

= ( ) ∑ σ , ( ) ( ) ( )
lat lat(1 )δkl kl lh q q h = + −    , ( ) a

( )
0 c sath 1 τ / τllh =  − , (2.4) 

где параметр латентного упрочнения latq  принимает значение 1,0 для компланар-
ных и 1,4 – для некомпланарных систем скольжения (с номерами k  и l ), ( )δ kl  – 
дельта Кронекера, параметры satτ , 0h , a  находятся из экспериментальных данных; 
в главе 6 описывается модификация (2.4) с учетом чувствительности к скорости 
деформации и температуре [19].  

В третьей главе описывается предлагаемый подход к формулировке кинема-
тических и определяющих соотношений с учетом симметрийных свойств мезо-
уровня. 

В п.3.1 рассматриваются некоторые нерешенные проблемы построения гео-
метрически нелинейных моделей МДТТ. При формулировке краевой задачи в 
терминах отсчетной конфигурации основные сложности связаны с тем, что меры 
напряжений, скоростей напряжений и деформаций не имеют ясного физического 
смысла, что затрудняет построение определяющих соотношений. При использова-
нии 2-го тензора напряжений Пиола – Кирхгоффа уравнения равновесия (или 
движения) и силовые граничные условия становятся нелинейными, также возни-
кают сложности с реализацией контактных граничных условий. В связи с этим 
предпочтительными представляются постановки краевой задачи в терминах акту-
альной (или разгруженной) конфигурации, причем в скоростной форме, удобной 
для применения численных методов: в этом случае возможно пошаговое решение 
с переопределением конфигурации расчетной области (в том числе – контактиру-
ющих поверхностей). Существенным преимуществом формулировок определяю-
щих соотношений в скоростной форме является также возможность аддитивного 
разложения скорости неупругой деформации на вклады от различных механизмов.   

Использование соотношений формы (2.1),(2.2) с независящей от выбора си-
стемы отсчета (коротационной или конвективной) производной означает исполь-
                                                 
1 Anand L. Single–crystal elasto–viscoplasticity: application to texture evolution in polycrystalline metals at large strains // 
Computer methods in applied mechanics and engineering. – 2004. –Vol.193. – P.5359–5383. 
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зование справедливых (верифицированных) для геометрически линейного при-
ближения соотношений наблюдателем, который связан с ПСК. При любом выборе 
объективной производной обеспечивается выполнение принципа независимости 
определяющих соотношений от выбора системы отсчета, однако использование 
различных производных в определяющих соотношениях приводит к существенно 
отличающимся друг от друга результатам. При использовании деформируемых 
ПСК (например, лагранжевой) возникает дополнительная сложность в установле-
нии физического смысла получаемой конвективной производной: изменения ком-
понент тензорной характеристики, обусловленные воздействиями (например, при-
ложенными нагрузками), трудно отделить от их изменения за счет деформирова-
ния базиса, поэтому конвективные производные из рассмотрения исключены [12]. 

У популярных коротационных производных (Зарембы – Яуманна, Грина–
Нагхди, логарифмической) имеются существенные недостатки: гистерезис напря-
жений и диссипация энергии на замкнутых упругих циклах (для логарифмической 
производной – при многоэтапном нагружении с разгрузкой, в [16] приведен соот-
ветствующий пример), а также – главное – отсутствие оснований для применения 
в определяющих соотношениях анизотропных материалов. Действительно, для 
упомянутых коротационных производных ПСК никак не связаны с симметрийны-
ми свойствами (элементами) материала; с их использованием в основном модели-
руются изотропные материалы. 

Представляется, что для общего случая анизотропного материала тензоры 
свойств (в том числе упругих), используемые при формулировке в актуальной 
конфигурации, должны быть постоянными в ПСК, связанной с материальными 
осями симметрии [12]. В этом случае для наблюдателя в фиксированной лабора-
торной системе координат эти тензоры будут изменяться как индифферентные, 
что позволяет выполнить принцип независимости определяющего соотношения от 
выбора системы отсчета. Вероятно, первым мысль о необходимости определения 
коротационных производных с привязкой к симметрийным элементам материала 
(директорам) высказал J. Mandel2, однако в его работах не удалось найти конкрет-
ное соотношение для описания спина решетки кристаллита.  

Описываются другие известные подходы к формулировке определяющих со-
отношений в актуальной конфигурации для анизотропных материалов. В частно-
сти, в работах O.T. Bruhns, А.Bertram предлагаются способы формулировки опре-
деляющих соотношений анизотропных материалов в терминах актуальной конфи-
гурации, основанные на преобразовании соотношений из отсчетной конфигура-
ции. В работах Y.F.Dafalias и коллег, M.B.Rubin предлагаются способы построе-
ния соотношений с использованием жестких материальных триэдров осей сим-
метрии для представительного макрообъема, в которых не вполне ясным является 
выделение этих триэдров, особенно – в общем случае изменения симметрийных 
упругих свойств материала при формировании и изменении текстуры.  

По п.3.1 сделаны следующие выводы: предпочтительна формулировка кон-
ститутивной модели в актуальной конфигурации в скоростях с использованием 
коротационных производных; нет обоснований для применения популярных коро-
тационных производных для анизотропных материалов; существующие подходы к 
                                                 
2 Mandel J. Equations constitutives et directeurs dans les milieux plastiques et viscoplastiquest // Int. J. Solids Structures. – 
1973. – Vol.9. – P.725–740. 
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формулировке скоростных соотношений в актуальной конфигурации не принима-
ют во внимание изменение структуры материала, в частности, текстурирование 
поликристаллических металлов и сплавов. 

Следует отметить, что для металлов и сплавов на мезомасштабном уровне 
возможно выделение элементов симметрии (осей, плоскостей). В связи с этим 
многоуровневые конститутивные модели на базе ФТП позволяют корректно опи-
сывать изменяющиеся симметрийные свойства поликристаллов в процессах де-
формирования с большими градиентами перемещений.  

В п.3.2 описывается предлагаемый подход к построению кинематических и 
скоростных определяющих соотношений для поликристаллических металлов и 
сплавов при больших градиентах перемещений, основанный на использовании 
многоуровневого моделирования. 

Предлагается новое представление движения среды на мезоуровне последо-
вательностью пластических деформаций  (с неизменным положением кристалли-
ческой решетки и связанной с ней ПСК), поворота ПСК вместе с материалом и 
упругого искажения решетки относительно ПСК [13]: 

o
T e p e p= =≡ ⋅ ⋅ ⋅x f f f f f∇ r ,      (3.1) 

где 
o
∇ – оператор Гамильтона, определенный в отсчетной конфигурации, x  – ради-

ус-вектор материальных частиц, ef , pf  – упругая и пластическая составляющие 
градиента деформации, ( )t=0 0= |i i

i i≡k k k kr  – собственно ортогональный тензор, 

преобразующий отсчетный базис жесткой ПСК 0
ik  в текущий ik , ef  – составляю-

щая градиента деформации, характеризующая упругие искажения решетки. Пред-
ставление (3.1) уточняет классическое разложение Кренера – Ли e p= ⋅f f f  тем, что 
движение ПСК отделяется от упругих искажений решетки. Именно решетка осу-
ществляет сопротивление внешним воздействиям, в связи с чем деформационное 
движение, с которым связываются напряжения в определяющем соотношении, 
определяется по ef . При принятии (3.1) считается, что при пластическом дефор-
мировании ПСК неизменна,  материал «течет»  без изменения элементов матери-
альной симметрии (и ПСК, связанной с ними); эта гипотеза фактически принима-
ется во всех моделях ФТП – при скольжении краевых дислокаций не изменяются 
упругие свойства. 

Большинство кристаллических материалов способны испытывать только не-
значительные искажения решетки e ≈f I  (деформации в десятые и сотые доли 
процентов; I  – единичный тензор), поэтому ПСК Ох1х2х3 с ортонормированным 
базисом ki представляется обоснованным связать с кристаллографической систе-
мой координат Оу1у2у3 [12]. Тензор спина ПСК на мезоуровне полностью опреде-
ляется текущими ориентациями векторов базиса ПСК и упругой составляющей 
градиента скорости перемещений el  [12]. Когда связь осуществляется привязкой к 
кристаллографическому направлению Оу1 и плоскости Оу1у2  (оси Оу1 и Ох1 сов-
падают в каждый момент времени, ось Ох2

  в каждый момент деформирования 
располагается в плоскости Оу1у2 и ортогональна оси Ох1), спин имеет вид: 
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( ) ( )
( ) ( )
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ω k k k k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k k k k

r r l l

l l

l l





 (3.2) 

Отметим, что напряжения Коши получаются близкими при любой привязке к 
кристаллографическим направлениям и плоскостям (результаты соответствующих 
численных расчетов приведены в главе 5). В общем случае при принятии (3.1) для 
определения спина (закона изменения r ) могут быть использованы другие физи-
чески обоснованные  модели ротации (например, основанные на рассмотрении 
взаимодействия дефектов соседствующих кристаллитов [7], с учетом вклада от 
механизма зернограничного скольжения – глава 6 [19]).  

При использовании (3.1) определяющие соотношения формулируются в «ре-
шеточной» разгруженной конфигурации tK∗ , которая в каждый момент деформи-
рования определяется аффинным преобразованием e–1f  актуальной конфигурации 
Кt однозначным образом – в силу осуществления ВДС с сохранением положения 
ПСК и однозначного определения r  (при разгрузке ПСК остается фиксированной, 
так как напряжения связываются с ef , снятие нагрузки должно привести решетку 
в неискаженное положение, совпадающее с конфигурацией, полученной ортого-
нальным преобразованием r  отсчетной конфигурации). В «решеточной» разгру-
женной конфигурации tK∗  гиперупругое определяющее соотношение имеет вид 
[13]: 

 e
( )  :cr= п ck , (3.3) 

где ( )e eT e1 / 2 –= ⋅c f f I  – упругая составляющая правого тензора деформаций 

Коши–Грина, 
ο

e 1 eˆρ/ ρ − −=  ⋅ ⋅f σ f Tk  – второй тензор Пиола – Кирхгоффа, ( )crп  –
тензор упругих характеристик (компоненты постоянны в базисе ПСК). 

От (3.3) легко перейти [10] к эквивалентной скоростной форме:  
                      e

( ) :cr cr
cr= п ck  ,                                   (3.4) 

где e,cr cr ck   – коротационные производные 2-го тензора напряжений Пиолы–
Кирхгоффа и упругой составляющей тензора деформаций Коши–Грина. 

В силу эквивалентности (3.4) и (3.3), энергетической сопряжённости исполь-
зуемых мер требования отсутствия гистерезиса напряжений и отсутствия дисси-
пации энергии для определяющего соотношения (3.4) на произвольных замкнутых 
упругих циклах выполняются автоматически, что в п.3.2 проиллюстрировано 
примерами для различных случайно выбранных анизотропных (ГЦК и ГПУ) кри-
сталлитов [13, 16]. На рис.3.1 приведены зависимости от времени компонент (в 
лабораторной системе координат) тензора напряжений Коши и изменения плотно-
сти внутренней энергии со временем для случайно выбранного кинематического 
упругого нагружения (параметры описаны в [13]). Полученные численные резуль-
таты подтверждают отсутствие гистерезиса напряжений и диссипации энергии 
при упругом циклическом деформировании.   
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Рис. 3.1. Зависимость компонент тензора напряжений Коши в лабораторной системе коор-

динат (справа) и плотности внутренней энергии (слева) от времени для случайно ориентирован-
ного ГЦК-кристаллита 

 
С учетом малости упругих искажений e ≈f I , характерных для металлов и 

сплавов, можно показать [14, 16], что определяющее соотношение (3.4) близко к 
соотношению (2.2) в терминах актуальной конфигурации (в изотермическом слу-
чае). Численными расчетами подтверждено, что использование «упрощенных» со-
отношений (2.2) приводит к незначительному отличию получаемых напряжений 
[14–16] (описание результатов расчетов приводится в главе 4). При описании тех-
нологических процессов интенсивного неупругого деформирования предпочти-
тельно использовать соотношения в форме (2.2) – в связи с обозначенными выше 
преимуществами при решении краевых задач и формулировке расширенных мо-
делей (в частности, возможность разложения скорости неупругой деформации на 
составляющие от отдельных механизмов используется при создании модели 
сверхпластичности в главе 6).  

Отметим, что именно предложенная «строгая» формулировка (кинематиче-
ские соотношения (3.1) и определяющие соотношения (3.4)) позволяет обоснован-
но осуществить переход к «приближенной» скоростной формулировке в актуаль-
ной конфигурации; предлагаемые кинематические и определяющие соотношения 
мезоуровня применимы при построении многоуровневых моделей различных ти-
пов. 

В четвертой главе рассмотренные выше формулировки соотношений мезо-
уровня сопоставляются с известными моделями ФТП; приведены полная поста-
новка задачи моделирования ПО с использованием предложенной формулировки 
модели мезоуровня в скоростях в актуальной конфигурации и постановка краевой 
задачи для описания технологических процессов с использованием этой конститу-
тивной модели материала.  

В п.4.1 анализируются модели с различными упругими соотношениями: в 
предложенной «строгой» формулировке (3.5) в конечной форме (обозначена как 
«модель А»); в предложенной «строгой» формулировке (3.6) в скоростной форме 
(модель АС); с линеаризованными соотношениями (с позиций наблюдателя в раз-
груженной с e 1−f  конфигурации, принимается близость этой конфигурации к акту-
альной) e e T  : ( )/2J =   + ( ) − 2σ п f f I  (модель Алин); с используемым в большинстве 
современных моделях ФТП законом в «классической» разгруженной конфигура-
ции, получаемой из актуальной аффинным преобразованием e 1( )−f ;  e

0  := п ck  
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(модель Б); где e 1 e J − −Τ ( ) ⋅ ⋅ ( )f σ fk =  – второй тензор Пиола – Кирхгоффа, 

( )e e T e1 / 2 ( ) –= ⋅c f f I  – мера деформации Коши-Грина,  0п  – тензор упругих 
свойств; в предложенной приближенной формулировке (2.2) (модель Вс). Приво-
дятся аналитические выкладки, показывающие строгую эквивалентность (в смыс-
ле одинакового отклика) формулировок А, Ас и Б [15], близость к ним формулиро-
вок Вс и Алин при использовании одинакового спина и при справедливости пред-
положения о постоянстве компонент тензора свойств в подвижной системе коор-
динат. Для иллюстрации в главе 5 (п.5.4) представлены результаты численных 
расчетов для различных нагружений.  

Далее в п.4.1 рассматриваются различные спины: спин Тейлора (спин Т) 
T1 1ˆ ˆ(( ) ) ( )

2 2

K
i i i i i

T
i=1

= ∇ − ∇ + γ −∑ ω v v n b b n ; спин модели «материального поворота»  

решетки (спин Re) e eT
Re = ⋅ω R R , где Rе – ортогональный тензор из полярного 

разложения ef , e p ,⋅  f = f f e e e e e= ⋅ = ⋅  f R U V R ; предложенный «решеточный» 
спин (3.2) при  привязке к кристаллографическому направлению Оу1 и плоскости 
Оу1у2 (спин Р1);  «решеточный спин» при привязке ПСК к Оу2 и Оу1у2  (спин Р2); 
«решеточный спин» при привязке ПСК к Оу3 и Оу1у3 (спин Р3). Приведены анали-
тические выкладки, подтверждающие, что определяемые в моделях А, Ас, Б 
напряжения Коши практически не зависят от способа привязки к элементам мате-
риальной симметрии  [20], что все рассмотренные спины близки между собой в 
случае малых упругих искажений, характерных для металлов. Для иллюстрации в 
главе 5 (п.5.4) приведены результаты численных расчетов для различных нагру-
жений с использованием различных спинов. 

Резюмируя содержание п.4.1, можно заключить, что предложенные формули-
ровки моделей мезоуровня дают близкие результаты к получаемым в известных 
моделях ФТП (не возникает существенных различий с опубликованными другими 
авторами результатами, подтвержденными экспериментальными данными), одна-
ко формулировка А с использованием разложения движения с явным выделением 
подвижной системы координат позволяет теоретически обоснованно перейти к 
близкой формулировке в скоростной форме в актуальной конфигурации Вс, кото-
рая является предпочтительной как для численного решения краевых задач с из-
меняющимися контактными условиями, так и для построения расширенных мно-
гоуровневых моделей с учетом дополнительных механизмов деформирования. 

В п.4.2 приведена полная постановка задачи моделирования ПО макроуровня 
для предложенной формулировки конститутивной модели в скоростной форме в 
актуальной конфигурации, сформулирована постановка краевой задачи для описа-
ния технологических процессов с использованием многоуровневой конститутив-
ной модели материала.  

Глава 5 посвящена рассмотрению алгоритма численной реализации двух-
уровневой модели, описанию и анализу численных результатов моделирования 
неупругого деформирования представительных объемов материала, оценке чув-
ствительности моделей к входным данным. 



19 
 

В п.5.1 представлены алгоритмы реализации двухуровневых моделей, осно-
ванных на численных методах интегрирования систем обыкновенных дифферен-
циальных уравнений.  

В п.5.2 приводится анализ результатов моделирования отдельных кристалли-
тов и поликристаллов при различных нагружениях, сопоставляются результаты, 
полученные при применении разных формулировок мезоуровня, рассмотренных в 
п.4.1 [15, 20]. 

На рис. 5.1 отображены зависимости компоненты 33( Σ )−  тензора истинных 
напряжений Коши на макроуровне от компоненты 33)H(−  логарифмической меры 
деформации при одноосном сжатии (в 5.1 приводится описание алгоритма реали-
зации такого нагружения [7]) и зависимость компоненты 23( Σ )−  тензора истинных 
напряжений Коши на макроуровне от величины сдвига при простом сдвиге медно-
го образца [15]. ПО макроуровня представлялся выборкой из 343 кристаллитов, 
начальные ориентации которых распределены случайно по равномерному закону. 

Используемые при расчете параметры были определены при идентификации 
на основе рассмотрения сжатия. Результаты изменения сдвиговых напряжений 
при простом сдвиге находятся в хорошем соответствии с экспериментальными 
данными. 

  
 

Рис. 5.1. Зависимости  33( Σ )−  от 33H  при одноосном сжатии (a) и 23( Σ )−  от величины 
сдвига при простом сдвиге (б); точками показаны экспериментальные данные из 3, сплошной 

линией – результаты авторского моделирования 
  

Для численной оценки отклонения результатов при использовании различных 
упругих законов введена норма: 

G G Amax
t

t t∆ = ( ) − ( )Σ Σ , (5.1) 

где T:=B B B , G At t( ), ( )Σ Σ  – макронапряжения, полученные при использовании 
модели G мезоуровня (одной из упомянутых выше) и модели A мезоуровня (во 
всех случаях использовался спин Р1). В таблице 5.1 приведены результаты расчета 
отклонения макронапряжений при использовании разных моделей от макрона-
пряжений, получаемых при использовании модели А (рассматриваемое сложное 
нагружение описано в [15], для других нагружений характерен тот же порядок от-
клонений; нулевые отклонения, указанные в таблице 5.1, означают отклонения не 

                                                 
3 Bronkhorst C.A., Kalidindi S.R., Anand L. Polycrystalline plasticity and the evolution of crystallographic texture in FCC 
metals // Phil. Trans. R. Soc. Lond. A. – 1992. – Vol.341. – P.443–477. 

а б 
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выше порядка компьютерной погрешности при работе с действительными числа-
ми; maxΣ 343.62 МПаu =   – максимальная интенсивность макронапряжений при рас-
чете с применением модели A мезоуровня со спином Р1). 

Таблица 5.1 
Отклонение макронапряжений от получаемых при использовании модели  А 

Модель  А Алин Аскор Б Вскор 
Норма G∆  (5.1), МПа 0 3.516 0 0 3.428 
ΔG/ maxΣu  0 0.996% 0 0 0. 971% 

 
Для численной оценки отклонения результатов при использовании различных 

упругих законов и спинов вводится норма: 
G/ G/ A/P1max

t
t tΩ Ω∆ = ( ) − ( )Σ Σ ,       (5.2) 

где G/ A/P1t tΩ( ), ( )Σ Σ  – макронапряжения, полученные при использовании модели G 
мезоуровня со спином Ω  (одного из вышеприведенных) и модели A со спином Р1. 
В таблице 5.2 приведены результаты расчетов (5.2) при использовании разных мо-
делей.  

Таблица 5.2 
Отклонение макронапряжений от получаемых 

при использовании модели А со спином Р1 
     \спин (Ω ) Р1 Р2 Р3 Т Re 

Отклонение 
сВ /Ω∆  (5.2), МПа 0 0.1274 0.1051 0.2127 0.2137 

/ max/ ΣA uΩ  ∆  0 0.037% 0.031% 0.0619% 0.0622% 

Отклонение 
сВ /Ω∆  (5.2), МПа 3.242 3.222 3.253 3.191 3.172 

сВ / max/ ΣuΩ  ∆  0.944% 0.937% 0.947% 0.929% 0.923% 
 
Результаты в таблицах свидетельствуют о близости напряжений,  получаемых 

при использовании различных формулировок, подтверждая корректность прове-
денных теоретических выкладок. 

В п.5.3 описывается методика оценки чувствительности моделей к возмуще-
ниям входных данных [17] и результаты ее применения для двухуровневых моде-
лей.   

Для оценки чувствительности модели к возмущению выбранного параметра 
анализируется влияние характеристик распределения случайного возмущения па-
раметра на характеристики распределения отклонения отклика при возмущенных 
параметрах от отклика без возмущений параметров. В качестве отклика рассмат-
ривается совокупность истории изменения макронапряжений и ориентировок кри-
сталлитов в представительном макрообъеме для набора различных нагружений (в 
общем случае это понятие можно расширить путем включения в него и других ха-
рактеристик макроуровня, например, упругих и пластических свойств). Для опре-
деления величины отклонения введена соответствующая норма.  Введено понятие 
чувствительности модели к возмущению параметра, определены соответствующие 
статистические характеристики. 
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Результаты свидетельствуют об устойчивости двухуровневой модели к воз-
мущениям рассмотренных параметров (входных данных): их малые отклонения 
приводят к малым отклонениям отклика (при возмущении параметров в пределах 
5% отклонение отклика не превышает 3,34% [17]). На основе выполненного ана-
лиза осуществлено ранжирование параметров рассмотренных моделей по степени 
чувствительности к их возмущению. Установлено, что совместное варьирование 
параметров оказывает более заметное влияние на отклик – в связи с существенной 
нелинейностью математической модели, при этом отклонение отклика от полу-
ченного при номинальных значениях параметров остается малым.  

В главе 6 описывается расширение двухуровневой модели – трехуровневая 
модель, учитывающая механизм зернограничного скольжения и позволяющая 
описывать деформирование в режиме структурной сверхпластичности. Послед-
нюю можно охарактеризовать как способность материала деформироваться при 
определенных температурно-скоростных условиях с сохранением исходной зе-
ренной структуры до аномально больших деформаций при аномально низких 
напряжениях течения. Рассматриваются температуры до 0.7 гомологической, по-
скольку при больших идет непрерывная динамическая рекристаллизация с посто-
янным перестроением зеренной структуры (при этом ее средние характеристики 
могут сохраняться), рассмотрение которой требует создания отдельной сложной 
модели. 

В п.6.1 приводится обзор экспериментальных исследований сверхпластиче-
ского деформирования, а также существующих моделей для его описания. В ре-
зультате анализа и консолидации экспериментальных данных, имеющихся в лите-
ратуре (использовалась информация из работ Р.А.Васина, А.П.Гуляева, 
М.В.Грабского, О.А.Кайбышева, Р.З.Валиева, Р.Р.Мулюкова, В.Н.Чувильдеева, 
В.Н.Перевезенцева, М.М.Мышляева, А.А.Мазилкина, P.Berbon, J.W. Edington, 
X.Wang, M.Furukawa, H.Watanabe, R.S.Mishra и других ученых), предложен «сце-
нарий», реализующийся во время одноосного испытания с переходом в режим 
структурной сверхпластичности [18].  

 На начальном этапе (восходящий участок кривой растяжения, приведенной 
на рис.6.1 для образца из алюминиевого сплава 1420) наблюдается упрочнение и 
преобладание механизма ВДС и ротаций зерен (образование текстуры), зерногра-
ничное скольжение (ЗГС) малозначимо. На переходной стадии (кривая растяжения 
постепенно изгибается) возрастает роль ЗГС, поскольку границы к этому моменту 
становятся более подготовленными к реализации ЗГС за счет притока решеточных 
дислокаций и выглаживания посредством зернограничной диффузии. В зависимо-
сти от исходной структуры материала и температурно-скоростных условий испы-
тания либо на начальном этапе, либо на переходной стадии осуществляется дина-
мическая рекристаллизация (рост низкодефектных зерен за счет поглощения вы-
сокодефектных), в ходе которой происходит снижение плотности дислокаций, 
рост среднего размера зерен и возвращение от вытянутой формы, полученной на 
первой стадии, к равноосной. Режим структурной сверхпластичности (финальная 
стадия на кривой с постепенным снижением напряжения течения) можно охарак-
теризовать доминированием ЗГС, сопровождаемого аккомодационными механиз-
мами ВДС и зернограничной диффузии, ротациями и активной сменой соседних 
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зерен; имеет место стабильность структуры (размеры зерен остаются практически 
неизменными, структура – равноосной мелкозернистой).  

Приведен обзор существующих моделей сверхпластичности, построенных в 
рамках различных подходов (макрофеноменологического – М.Х.Шоршоров, 
М.В.Грабский, И.И.Новиков, А.А.Пресняков, О.А.Кайбышев, Р.А.Васин, F.Li, 
D.H.Shin, O.D.Sherby, C.H. Сáсeres и многие др., структурно-механического – 
Р.А.Васин, Т.А.Белякова, О.И.Быля, О.М.Смирнов и др., термодинамического – 
О.Б.Наймарк, Л.С.Метлов, Я.И.Рудаев, А.И.Рудской, Д.А.Китаева, Г.М.Аманбаева 
и др., физические (с явным рассмотрением механизмов) – Д.Маклин, 
О.А.Кайбышев, Г.Глейтер, А.Н.Орлов, П.И.Полухин, В.Е. Панин, Р.З.Валиев, 
В.Н.Чувильдеев, А.И.Пшеничнюк, А.П.Жиляев и др.). Отмечено, что автору не 
встречались многоуровневые модели на основе ФТП, содержащие явное описание 
всех взаимодействующих механизмов при пластическом и сверхпластическом де-
формировании. 

Между тем, поскольку в разных частях изделия могут наблюдаться суще-
ственно различные истории воздействий, построение такой модели актуально, по-
скольку позволит в рамках единой модели описывать различные режимы дефор-
мирования и переходы между ними. Ее использование представляется существен-
но более корректным по сравнению с применением различных моделей для раз-
ных частей изделия (в частности, в этом случае не вполне ясно, на основе каких 
«переключателей» осуществлять переход от одной модели к другой и как пе-
реопределять свойства при этом переходе). Стоит заметить, что для описания СП-
испытаний с классическими моделями вида n mKσ = ε ε  необходимо определять па-
раметры соотношения как материальные функции 4 (зависящими от скорости де-
формации и от накопленной деформации). 

В п.6.2 содержится описание соотношений предложенной трехуровневой мо-
дели. Модель сформулирована на основе двухуровневой модели в скоростной 
форме в актуальной конфигурации, приведенной в главе 2. Стоит отметить, что 
важнейшей задачей являлась разработка общей структуры модели, включающей 
все значимые физические механизмы деформирования и учитывающей их взаимо-
действия, в рамках этой структуры конкретные соотношения могут быть модифи-
цированы на основе привлечения более подробной информации из физики твердо-
го тела и экспериментальных данных (в том числе для процессов нагружения, от-
личных от одноосного). 

Ключевым обстоятельством, обусловливающим потребность в модификации 
двухуровневой модели, является необходимость учета лидирующего при СП-
деформировании механизма ЗГС. Для этого в модель вводится дополнительный 
структурный уровень, на котором рассматриваются границы кристаллитов и (воз-
можные) смещения по ним [11]. Принимается, что межкристаллитная граница 
представляет собой фасетку с нулевой толщиной, каждая пара соседних  кристал-
литов в представительном макрообъеме имеет общую фасетку границы, относи-
тельные смещения кристаллитов происходят по общей фасетке (путем перемеще-
ния в них зернограничных дислокаций, однако без явного введения в модель но-
сителей данного механизма). При построении конститутивной модели осуществ-
                                                 
4 Васин Р.А., Еникеев Ф.У. Введение в механику сверхпластичности: В 2-х ч. Ч.1. – Уфа: Гилем, 1998. – 280 с. 
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ляется переход от смещений к деформационным характеристикам: скорость сме-
щения аппроксимируется скоростью сдвига, осредненной на представительный 
макрообъем (по аналогии с установлением соотношения для скорости сдвига в 
кристаллите за счет внутризеренного дислокационного скольжения с использова-
нием уравнения Орована [19, 25]). Неупругая составляющая in

gbZ  меры скорости 

деформации за счет ЗГС определена как 
4

( ) ( ) ( )

1
γ

gbK
in i i i
gb gb gb gb

i=
= ∑Z b n , где ( )i

gbn  – нормаль к 

плоскости фасетки границы, (1)
gbb  и (2)

gbb  – взаимно ортогональные единичные век-
торы направлений смещения в плоскости фасетки (в начальный момент времени 
один из векторов направления смещения привязывается к решетке одного из кри-
сталлитов), 4 gbK  – общее количество базисных направлений смещения по всем 
фасеткам границ в представительном объеме макроуровня. 

С учетом деформирования за счет ЗГС определяющее соотношение макро-
уровня модифицируется к виду [19]: 

cor T in in th
gb s

ˆ: ( )= ∇ − − − −K П V Ω Z Z Z .     (6.1) 
В отличие от соотношений (2.1) здесь учтено, что в неупругую деформацию 

вносит вклад зернограничное скольжение – составляющая in
gbZ . Кинематические 

воздействия на мезоуровне определяются через кинематические воздействия с 
макроуровня с учетом реализации части воздействий за счет механизма зерногра-
ничного скольжения T T in

gb
ˆ ˆ∇ = ∇ −v V Z  (кроме того, в подмодель мезоуровня внесе-

ны описанные ниже изменения, отражающие учет взаимодействия механизмов 
внутризеренного и зернограничного скольжения, возможного влияния последнего 
на ротацию кристаллитов).  

Соотношение для определения скоростей зернограничных сдвигов ( )γ i
gb  приня-

то в виде [19]: 

( )n( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0γ = γ τ τ (τ – τ ), 1, ...,4i i i i i i

gb gb gb cgb gb cgb gbН i K  =  ,   (6.2) 

где ( )
0γ i

gb  – параметр модели, зависящий от площади рассматриваемой границы, ин-
тенсивности скорости деформации и размера зерна, ( )τ i

gb  и ( )τ i
cgb  – касательные и 

критические сдвиговые напряжения, H – функция Хевисайда, n – параметр моде-
ли.  

В модели явно описывается имеющая место смена соседних кристаллитов, 
поэтому касательные напряжения ( )τ i

gb  для  границы определяются осреднением 
напряжений мезоуровня в составляющих границу зернах (как исходно составля-
ющих границу, так и сменяющих их) с учетом величины осуществленного к теку-
щему моменту сдвига и характерного для данной границы предельного значения 
сдвига перед полной потерей контакта исходно составлявших границу зерен [19].  

В эволюционных уравнениях для критических напряжений ЗГС ( )τ i
cgb  учтены 

значимые факторы [19, 21–24], определенные при физическом анализе опублико-
ванных экспериментальных данных  [18]: 
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– сопротивление сдвигу со стороны соседних зерен с учетом влияния  про-
цесса динамической рекристаллизации (выход растворенных частиц на границы 
кристаллита; средний размер зерен увеличивается; форма на начальной стадии ис-
пытания вытягивается, после чего вновь становится близкой к равноосной), 

– понижение критических напряжений ЗГС за счет механического выглажива-
ния, которое происходит при контактном взаимодействии зерен при реализации 
сдвига, а также за счет уменьшения шероховатости от сдвигов на микроуровне, 

– повышение энергии границ в результате притока решеточных дислокаций, 
– понижение критических напряжений ЗГС в результате сглаживания границ 

за счет диффузионных процессов, облегчения процессов диссоциации накопленных 
в границе дислокаций ориентационного несоответствия на зернограничные дисло-
кации, переползания дислокаций. В ряде работ (В.Н.Чувильдеева, Н.В.Сахарова и 
других) отмечается «ускорение зернограничной диффузии при сверхпластичности», 
коэффициент зернограничной  диффузии связывается с притоком внутризеренных 
дислокаций в границу: с увеличением скорости деформации возрастает интенсив-
ность притока дислокаций в границу, что делает ее более неравновесной (более де-
фектной) и способной к зернограничному скольжению. В рамках предлагаемой мо-
дели осуществляется раздельный учет зернограничной диффузии и притока реше-
точных дислокаций в границу. При смене соседних кристаллитов критические 
напряжения ЗГС переопределяются с учетом частичного наследования накоплен-
ных изменений [19]. 

В п.6.3 приведено описание процедуры идентификации, результаты иденти-
фикации и верификации предложенной модели (для одноосного растяжения), 
представлены результаты моделирования для других видов нагружения (простого 
сдвига, сложного нагружения). 

Трехуровневая модель апробирована на описании испытаний образцов про-
мышленного алюминиевого сплава 1420 с выходом в режим структурной сверх-
пластичности, информация об изменении зеренной структуры в процессе которых 
известна и была заложена в модель напрямую. В дальнейшем в структуру общей 
модели будет встроена разрабатываемая в коллективе, в который входит автор, 
подмодель для описания динамической рекристаллизации, упомянутая эмпириче-
ская информация будет заменена на результаты, получаемые в общей модели при 
применении к исследованию конкретных условий деформирования.  

В качестве параметров модели принимаются значения продольной компонен-
ты тензора деформации Генки 0, FH H  начала и завершения процесса рекристалли-
зации. Задается линейный рост объема зерна от начального размера при 0H  до ко-
нечного значения при FH , аналогичным образом задается рост доли рекристалли-
зованной фазы от начального значения до 1. Отметим, что принятые линейные 
приближения несущественно отличаются от результатов определения изменения 
доли рекристаллизованной фазы, получаемых в классических макрофеноменоло-
гических моделях рекристаллизации типа Аврами – Джонсона – Мела – Колмого-
рова. Прямое моделирование (с рассмотрением реальной топологии плотноупако-
ванных зерен) рекристаллизации, как и ЗГС, сопряжено со значительными трудно-
стями. Например, трудноразрешимой задачей является переопределение тополо-
гии при поглощении нерекристаллизованного зерна рекристаллизованными – 
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строго говоря, необходимо определять характеристики вновь образованных гра-
ниц, что требует разработки и применения весьма сложной модели рекристалли-
зации. В связи с этим предлагается приближенное описание процесса рекристал-
лизации, использующее статистический характер предлагаемой конститутивной 
модели. Под элементом мезоуровня в контексте приведенного выше описания 
конститутивной модели в расширенной трехуровневой модели понимается «эф-
фективное» зерно (можно сказать, что в модель вводится своеобразный структур-
ный уровень), агрегирующее свойства рекристаллизованного и нерекристаллизо-
ванного зерна (используется свойство статистичности модели). Все характеристи-
ки «эффективного» зерна определяются как линейная комбинация характеристик 
составляющих с учетом текущей доли рекристаллизованной фазы (после оконча-
ния процесса рекристаллизации характеристики эффективного зерна полностью 
совпадают с характеристиками заполнившего его объем рекристаллизованного 
зерна). В модели уровня описания ЗГС используются характеристики эффективно-
го зерна. Соотношения мезоуровня применяются отдельно для каждой составной 
части зерна (и для рекристаллизованной, и для нерекристаллизованной). По теку-
щему размеру зерна и доле фазы определяется условный размер каждой составной 
части зерна, которые используются при определении зернограничного упрочнения 
составляющего зерна. 

Для каждой составляющей «эффективного зерна» принимается  эволюцион-
ное соотношение для критических напряжений внутризеренных сдвигов в виде 
[19]: 

                                  ( ) ( ) ( )
cτ τ τk k k

st b= +   , (6.3) 
предполагающем, что критические напряжения могут изменяться как за счет барь-
еров дислокационной природы внутри зерна ( )τ k

st , так и за счет влияния границ 
кристаллитов ( )τ k

b . Для исходно рекристаллизованных зерен первой составляющей 
можно пренебречь, поскольку плотность дефектов в них мала и при внутризерен-
ном дислокационном скольжении практически не возникают дополнительные 
препятствия. Для нерекристаллизованных зерен используется базовый закон 
упрочнения (2.4) для ( )τ k

st  с учетом влияния скорости деформации на темп упроч-
нения [19]: 0 0 0( / )fixD fixh h D D ψ = , fixDh  – значение параметра, определяемое при 
идентификации модели при некоторой фиксированной начальной скорости де-
формации 0 fixD , D0 – начальная скорость деформации в испытаниях с постоянной 
скоростью движения захватов, ψ  – дополнительный параметр модели (определя-
ется из сопоставления максимальных напряжений в испытаниях при двух скоро-
стях деформации), а также с добавлением разупрочняющего слагаемого аррениу-
совского типа ( )( ) ( )( )cexp[τ τ] 1 exp U / κθk−Α  / −   − , описывающего влияние диффу-

зионных процессов на сопротивление ВДС – при увеличении температуры и 
уменьшении скорости деформации повышается как вероятность преодоления ба-
рьеров движущимися дислокациями, так и вероятность распада барьеров (θ  – 
температура, κ  – постоянная Больцмана, А, U, τ  – параметры модели).  
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Для описания зернограничного упрочнения ( )τ k
b  используется подход, опи-

санный в 5: учитывается взаимная разориентация соседних зерен, размер зерна и 
скорость сдвигов за счет ВДС, однако с модификацией [19] – при активации ЗГС 
часть образующихся дислокаций ориентационного несоответствия диссоциирует в 
зернограничные дислокации, что может, в зависимости от соотношения скоростей 
ВДС и ЗГС, приводить как к ослаблению зернограничного упрочнения, так и к 
разупрочнению. 

При активизации зернограничного скольжения по нескольким границам зерна 
появляется возможность его дополнительного поворота за счет действия сдвиго-
вых напряжений по границам; для описания последнего к спину добавляется со-

ставляющая in
0 gb= γ ( )    gb gb grain
b Hω μ zτ , где b  – параметр модели (характеризует 

податливость по отношению к моментным воздействиям), μτ  – момент за счет 
действия касательных усилий на всех границах зерна, функция Хевисайда H(·) вы-
ступает в роли индикаторной для дополнительного вращения зерна за счет сдви-
говых напряжений по границам. 

Описывается процедура идентификации параметров модели. Принималось 
условное разделение всех параметров на два вида: параметры состояния и пара-
метры управления. К первому виду относятся ряд материальных или физических 
параметров (всего – 13), значения которых считаются известными – или заданны-
ми, или найденными в рамках других (преимущественно – экспериментальных) 
исследований, или установленными при помощи простых процедур (например, за 
счет привлечения известных соображений из ФТТ). Для установления параметров 
второго вида (параметров управления, всего их 17) используется процедура иден-
тификации с решением задачи оптимизации для приближения к данным экспери-
ментов. 

 Важно отметить, что значительные возможности для идентификации модели 
предоставляет предварительный физический анализ процессов СПД и разработан-
ный на его основе сценарий деформирования, приведенный в п.6.1 – полученные 
результаты расчетов должны согласовываться с предложенным сценарием. Данное 
условие можно формально включить в оптимизационную задачу добавлением 
штрафных функций, имеющих большие значения в случае невыполнения какого-
либо требования по соответствию сценарию при идентификации. Во избежание 
усложнения численной процедуры на практике рассматривались различные диапа-
зоны значений параметров, определенные в результате предварительной оценки – 
таким образом, чтобы все соотношения модели были значимыми. После установ-
ления диапазонов параметров для конкретизации их значений применялась проце-
дура приближения к экспериментальной кривой при сохранении требования соот-
ветствия сценарию – путем численного решения оптимизационной задачи с ис-
пользованием метода прямого поиска Нелдера – Мида. 

Завершающим этапом процедуры идентификации являлось определение па-
раметра скоростной чувствительности ψ  – для этого использовались эксперимен-

                                                 
5 Кондратьев Н.С., Трусов П.В. Описание упрочнения систем дислокационного скольжения за счет границ кристал-
литов в поликристаллическом агрегате// Вестник Пермского национального исследовательского политехнического 
университета. Механика. – 2012. – № 3. – С.78–97. 
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тальные данные только о максимальных напряжениях при растяжении с другой 
начальной скоростью деформирования (т.е. из опытных данных для этого экспе-
римента использовалась только одна точка на кривой). 

На рис.6.1 представлены экспериментальные и полученные с помощью пред-
лагаемой модели кривые одноосного растяжения образцов из алюминиевого спла-
ва 1420. Для определения материальных параметров и проверки модели рассмот-
рены эксперименты при двух различных скоростях деформирования: кривая, по-
лученная при скорости деформирования 10–3 с–1, использовалась для идентифика-
ции модели, при 10–2 с–1 – для верификации (максимальное напряжение использо-
валось при идентификации параметра p). Результаты, приведенные на рис.6.2, 
свидетельствуют об увеличении роли зернограничного скольжения. 

 
Рис.6.1. Зависимости интенсивности напряжений 33Σ Σu =  от 33H , полученные при модели-

ровании и в натурных (обозначены точками) испытаниях на растяжение образцов из сплава 1420 
(Al-5.5%Mg-2.2%Li-0.12%Zr) при гомологической температуре 0.56:  

слева – при начальной скорости деформации 3 1
0 10 cD − −=  , справа  – при 1

0 10 cD −2 −=   

 

Рис.6.2. Значения компонент скорости неупругой деформации за счет зернограничного 
скольжения 33( )in

gbZ , выведенные через равные промежутки деформации H33: 

слева – при начальной скорости деформации 3 1
0 10 cD − −=  , справа – при 1

0 10 cD −2 −=   
(штрихованной линией обозначена падающая скорость полной деформации 33D ) 

 
Построенные полюсные фигуры на рис.6.3 подтверждают доминирование 

внутризеренного дислокационного скольжения на первой стадии (приводящего к 
формированию текстуры, близкой к текстуре растяжения), на завершающей ста-
дии при лидирующем зернограничном скольжении происходит «размывание» тек-
стуры.  
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(а)        (б)            (в) 

Рис. 6.3. Прямые полюсные фигуры для направлений <111> (проецирование с оси ОХ3), 
полученные при 1

0 10 cD −2 −=  : а) в начальный момент времени для всех нагружений, б) после 
растяжения до H33=0.9, в) после растяжения до H33=1.3 

 
Представлены результаты моделирования для других видов нагружения (про-

стого сдвига, сложного нагружения) для образцов из сплава 1420, показано, что 
они согласуются с физическими соображениями.  

 
ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 

1. В результате проведения аналитического обзора существующих многоуров-
невых моделей поликристаллических металлов и сплавов, выявлены следующие 
важные нерешенные вопросы в данной области: физически обоснованная форму-
лировка кинематических и определяющих соотношений для анизотропных мате-
риалов при неупругом деформировании, особенно – с изменяющимися симмет-
рийными свойствами, включение в конститутивную модель описания механизма 
зернограничного скольжения и других для описания сверхпластического дефор-
мирования и переходов к нему. В связи с этим были конкретизированы задачи ра-
боты, результаты решения которых представлены в следующих пунктах. 

2. Осуществлена формулировка новой двухуровневой (мезо- и макроуровень) 
конститутивной модели для описания упругопластического (упруговязкопласти-
ческого) деформирования поликристаллических металлов и сплавов, основанная 
на введении внутренних переменных и кинетических соотношений для них, необ-
ходимых для явного описания эволюционирующей структуры материала, эффек-
тивных физико-механических свойств и ключевых механизмов деформирования 
на мезомасштабном уровне. 

3. Разработан новый подход к формулировке геометрически и физически не-
линейных кинематических и определяющих соотношений многоуровневых кон-
ститутивных моделей с учетом симметрийных свойств элементов мезоуровня. 
Предложено новое представление движения среды на мезоуровне с выделением 
поворота подвижной системы координат, сформулированы определяющие соот-
ношения в «решеточной» разгруженной конфигурации, для которых выполняются 
требования отсутствия гистерезиса напряжений и отсутствия диссипации энергии 
на произвольных замкнутых упругих циклах. Предложенная формулировка позво-
ляет обоснованно осуществить переход к скоростной формулировке в актуальной 
конфигурации.  
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4. Созданы алгоритмы реализации предложенных моделей с использованием 
эффективных численных схем и комплекс программ для ЭВМ. Выполнено иссле-
дование поведения представительного объема (макро- и мезоуровня) поликри-
сталлических металлов и сплавов, реализованы процедуры идентификации и ве-
рификации моделей, получены новые результаты моделирования различных 
нагружений моно- и поликристаллов, включая данные об изменении структуры 
материала и ролей механизмов деформирования. Впервые проведено аналитиче-
ское сопоставление различных формулировок моделей мезоуровня (предложен-
ных и существующих) и сравнение численных результатов моделирования, в том 
числе – по параметрам, описывающим изменения структуры материала, при ис-
пользовании различных формулировок моделей мезоуровня. представительного 
объема (макро- и мезоуровня) поликристаллических металлов и сплавов.   

Показано, что известные формулировки дают близкие результаты к получен-
ным с использованием разработанных моделей, однако использование предло-
женного подхода позволяет осуществить физически обоснованную постановку в 
актуальной конфигурации, предпочтительную для решения краевых задач с изме-
няющимися контактными граничными условиям  и развития моделей в случае 
расширения диапазона воздействий (увеличения числа учитываемых механизмов).  

5. Разработана новая методика исследования чувствительности многоуровне-
вых моделей к входным данным (воздействиям, параметрам, начальным услови-
ям). Результаты применения методики свидетельствуют об устойчивости предло-
женных моделей к возмущениям рассмотренных параметров: их малые отклоне-
ния приводят к малым отклонениям отклика. 

6. Двухуровневая модель усовершенствована путем учета всех ключевых ме-
ханизмов процесса деформирования при расширении диапазона воздействий – со-
здана новая трехуровневая модель поликристаллического материала, способная 
описывать как режим структурной сверхпластичности, так и переходы к нему. В 
результате анализа и консолидации экспериментальных данных, имеющихся в ли-
тературе, впервые предложен «сценарий», реализующийся во время одноосного 
испытания с переходом в режим структурной сверхпластичности. Модель учиты-
вает все значимые механизмы деформирования (ВДС, ротации решеток кристал-
литов, ЗГС, динамическую рекристаллизацию, зернограничную диффузию) и их 
взаимодействие, реализует сценарий деформирования. 

Созданы алгоритмы реализации предложенной модели с использованием 
эффективных численных схем и комплекс программ для ЭВМ. Проведено иссле-
дование процессов простого и сложного нагружения образцов из алюминиевого 
сплава 1420 с анализом действия различных механизмов деформирования и изме-
нения структуры, результаты удовлетворительно согласуются с эксперименталь-
ными данными. 

 
Информация, представленная в п.2–6, характеризует научную новизну рабо-

ты. Совокупность разработанных положений и результатов обеспечила достиже-
ние цели исследования – предложено развитие подхода, основанного на введении 
внутренних переменных, к построению многоуровневых геометрически и физиче-
ски нелинейных моделей для описания деформирования поликристаллических ме-
таллов и сплавов, включающих явное описание изменяющейся структуры матери-
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ала, определяемых ее состоянием эффективных физико-механических свойств и 
механизмов деформирования на различных масштабных уровнях и их взаимодей-
ствий,  с помощью созданных моделей исследованы закономерности процессов 
упругопластического, упруговязкопластического и сверхпластического деформи-
рования.  
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