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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü è ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè òåìû

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì áåðåò ñâîå íà÷àëî ñ ðàáîò Ýéëå-

ðà ïî òåîðèè ïðîäîëüíîãî èçãèáà. Ïðîáëåìû óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè èññëåäîâà-

ëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè, íàïðèìåð, Á. Áóäÿíñêèì, È.È. Âîðîâè÷åì, À.Ë. �îëü-

äåíâåéçåðîì, Ý.È. �ðèãîëþêîì, Â.Â. Íîâîæèëîâûì, À.Â. Ïîãîðåëîâûì, Å.Ï.

Ïîïîâûì, Ñ.Ï. Òèìîøåíêî, �. Öèãëåðîì. Îáùàÿ êîíöåïöèÿ óïðóãîé áè�óðêà-

öèîííîé óñòîé÷èâîñòè èçëîæåíà â ìîíîãðà�èè Â.Â. Íîâîæèëîâà. Â ñâÿçè ñî

ñòðåìèòåëüíûì ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ïîÿâëåíèåì óíèâåðñàëü-

íûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåí-

òîâ, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ) ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîÿâèëèñü êîìïëåêñû

ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùèå ðàññ÷èòûâàòü óïðóãèå êîíñòðóêöèè íà óñòîé÷èâîñòü,

ê ïðèìåðó, ðàçðàáîòàííûå À.Â. Ïåðåëüìóòåðîì è Â.È. Ñëèâêåðîì.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîáëåìû óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè ñâîäÿòñÿ ê íàõîæäåíèþ

òî÷åê áè�óðêàöèè íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Èññëåäîâàíèþ êîíòàêòíûõ çàäà÷ äëÿ ãèáêèõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïîñâÿ-

ùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, íàïðèìåð, äèññåðòàöèÿ Þ.Ï. Àðòþõèíà, åãî

èññëåäîâàíèÿ â ñîàâòîðñòâå ñ Ñ.Í. Êàðàñåâûì ïî òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê,

Ê. Áàéîêè ñîâìåñòíî ñ À. Êàïåëî â ðàáîòå "Âàðèàöèîííûå è êâàçèâàðèàöèîí-

íûå íåðàâåíñòâà". �åøåíèå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ â ìåõàíèêå ðàññìîòðåíî

â îäíîèìåííîé êíèãå ãðóïïîé àâòîðîâ:

È. �ëàâà÷åê, ß. �àñëèíãåð, È. Íå÷àñ, ß. Ëîâèøåê. ×èñëåííî èññëåäîâàëè âàðè-

àöèîííûå íåðàâåíñòâà �. �ëîâèíñêè, Æ.-Ë. Ëèîíñ, �. Òðèìîëüåð,

Ï. Ïàíàãèîòîïóëîñà.

Îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ îäíîñòîðîí-

íèõ ñâÿçåé íà óñòîé÷èâîñòü óïðóãîé êîíñòðóêöèè. Íàëè÷èå òàêèõ ñâÿçåé ïðè-

âîäèò ê ïîÿâëåíèþ íåðàâåíñòâ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïåðåìåùåíèÿ.

Àíàëèç óïðóãèõ ñèñòåì íà óñòîé÷èâîñòü ïðè íàëè÷èè îäíîñòîðîííèõ (íåóäåð-

æèâàþùèõ) ñâÿçåé ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à îï-

òèìèçàöèè èìååò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îáùèé ïîäõîä è ìåòîäû ðåøåíèÿ çà-



4

äà÷ óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì ïðè íàëè÷èè îäíîñòîðîííèõ ñâÿçåé èçëîæåíû

â ìîíîãðà�èè Â.Í. Òàðàñîâà, à òàêæå â åãî ðàáîòàõ â ñîàâòîðñòâå ñ Ä.Â. Õîëìî-

ãîðîâûì. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñèñòåìû, îãðàíè÷åííûå îäíîñòîðîííèìè ñâÿçÿìè,

ñâîäÿòñÿ ê èäåíòè�èêàöèè óñëîâíîé ïîëîæèòåëüíîñòè êâàäðàòè÷íûõ �îðì íà

êîíóñàõ. Àëãåáðàè÷åñêèé êðèòåðèé óñëîâíîé ïîëîæèòåëüíîñòè â ñàìîì âàæíîì

ñëó÷àå, êîãäà êîíóñ åñòü íåîòðèöàòåëüíûé îðòàíò â Rn
, ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ

Â.Ë. Êðåïñà è Ë.Á. �àïîïîðòà.

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è çàäà÷åé èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ

èññëåäîâàíèå çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì ñ îäíîñòîðîííèìè îãðàíè÷å-

íèÿìè íà ïåðåìåùåíèÿ è âëèÿíèå îäíîñòîðîííèõ ñâÿçåé íà çíà÷åíèå êðèòè÷å-

ñêîé íàãðóçêè.

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ

Ïðîáëåìû óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè íàõîäÿòñÿ â öåíòðå âíèìàíèÿ ìåõàíèêè

òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé. Â ñâÿçè øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì â ìàøèíîñòðîå-

íèè, ìåõàíèêè ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé è ýëåìåíòîâ ñ íåèçâåñòíîé îáëàñòüþ

êîíòàêòà àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàñ÷åòà íà ïðî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü òà-

êèõ ñèñòåì. Òàêæå àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ âñå áîëåå òî÷íûõ

ìåòîäîâ ðàñ÷åòà íà óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê âðàùåíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. �ÿä ïîñòàíîâîê

çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ ñâÿçàíû ñ âàðèàöèîííûìè �îðìóëèðîâêàìè,

êîòîðûå âàæíû êàê äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ, òàê ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé. �àññìàò-

ðèâàåìûå ïðîáëåìû îòíîñÿòñÿ ê êîíòàêòíûì çàäà÷àì òåîðèè óïðóãîñòè ñ íåèç-

âåñòíîé îáëàñòüþ àêòèâíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè. Ïîäîá-

íûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ êîíñòðóêòèâíî-íåëèíåéíûìè, òàê êàê ïðè èõ ìàòåìàòè÷å-

ñêîé �îðìàëèçàöèè èñïîëüçóþòñÿ íåðàâåíñòâà è íåäè��åðåíöèðóåìûå �óíê-

öèè. Ïîýòîìó â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ íåîáõîäèìî íàõîäèòü è èññëåäîâàòü òî÷êè

áè�óðêàöèè íåãëàäêèõ óðàâíåíèé èëè ðåøåíèé çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ. Ïðè íàãðóçêå, áîëüøåé êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû, óïðóãàÿ ñèñòåìà ìî-
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æåò ïåðåéòè â ñìåæíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, ìàëûå

âîçìóùåíèÿ ïðèâîäÿò ê áîëüøèì èçìåíåíèÿì ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, âïëîòü äî

ïîòåðè íåñóùåé ñïîñîáíîñòè.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ âûáèðàëèñü

èñõîäÿ èç îñîáåííîñòåé ðåøàåìûõ çàäà÷: êîíñòðóêòèâíî�íåëèíåéíûå çàäà÷è èñ-

ñëåäîâàëèñü ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ

îïòèìèçàöèè, à òàêæå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåêëàññè÷åñêèõ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ñ

îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå íåðàâåíñòâ.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ

�åçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãî äîêàçàíû è ïîäòâåðæäåíû ÷èñëåííûìè

ýêñïåðèìåíòàìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

�åçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì ïðè íàëè÷èè îäíî-

ñòîðîííèõ ñâÿçåé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ïðîåêòèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ êîí-

ñòðóêöèé, ïðèáîðîâ ìàøèíîñòðîåíèÿ.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñæèìàåìîãî ïðîäîëüíîé ñè-

ëîé ñòåðæíÿ, ïðîãèá êîòîðîãî ñ îäíîé ñòîðîíû îãðàíè÷åí æåñòêèì ïðåïÿòñòâè-

åì, ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ñâîáîäíîãî êðàÿ.

2. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ êîëåö, íàãðóæåí-

íûõ íîðìàëüíûìè èëè öåíòðàëüíûìè ñèëàìè, è ïîäêðåïëåííûõ óïðóãèìè íè-

òÿìè, êîòîðûå íå âîñïðèíèìàþò ñæèìàþùèõ óñèëèé.

3. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê âðà-

ùåíèÿ â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå â íàèáîëåå òî÷íîé íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå ñ

âû÷èñëåíèåì ðàáîòû âíåøíèõ ñèë ïî òî÷íîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé �îðìóëå.

4. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ ïëà-

ñòèí ïðè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåùåíèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâè-

ÿìè ñâîáîäíîãî êðàÿ.

5. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ïðÿìîóãîëüíûõ

ïëàñòèí â ðàìêàõ òåîðèè Êàðìàíà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû
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�åçóëüòàòû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé îïóáëèêîâàíû â 25 ïå÷àòíûõ ðàáîòàõ è

áûëè ïðåäñòàâëåíû íà êîí�åðåíöèÿõ ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ: XIII Êîìè ðåñïóáëè-

êàíñêîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè. �îññèéñêàÿ àêàäåìèÿ íàóê Óðàëü-

ñêîå îòäåëåíèå Êîìè íàó÷íûé öåíòð, Ñûêòûâêàð, 1997.

XIV Êîìè ðåñïóáëèêàíñêîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè. �îññèéñêàÿ àêà-

äåìèÿ íàóê Óðàëüñêîå îòäåëåíèå Êîìè íàó÷íûé öåíòð, Ñûêòûâêàð, 2000.

Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾XVIII ñåññèÿ Ìåæäóíàðîäíîé Øêîëû ïî ìîäå-

ëÿì ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû¿ ã. Ñàðàòîâ, 2007.

¾Ôåâðàëüñêèå ÷òåíèÿ¿, Ñûêòûâêàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò (2008 ã.,

2010 ã., 2011 ã., 2012 ã., 2013 ã., 2014 ã., 2015 ã.).

¾Ôåâðàëüñêèå ÷òåíèÿ¿ ðåãèîíàëüíàÿ íàó÷íî � ïðàêòè÷åñêàÿ êîí�åðåíöèÿ, Ñûê-

òûâêàðñêèé ëåñíîé èíñòèòóò (2008 ã., 2011 ã., 2012 ã.).

I Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé íàó÷íîé êîí�åðåíöèè ¾Ìîëîäåæü è íàóêà íà Ñå-

âåðå¿, ã. Ñûêòûâêàð (2008).

IV Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà è åå ïðèëîæåíèÿ¿,

ã. Ñàìàðà, 2014 ã.

XIX Çèìíÿÿ øêîëà ïî ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä, ã. Ïåðìü, Èíñòèòóò ìåõàíèêè

ñïëîøíûõ ñðåä, 2015 ã.

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìåõà-

íèêå, Ñóçäàëü, 2015 ã.

Âñåðîññèéñêîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîí�åðåíöèè, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ Â.È.

Ôåîäîñüåâà, Ìîñêâà, 2016 ã.

XX Çèìíÿÿ øêîëà ïî ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä, ã. Ïåðìü, Èíñòèòóò ìåõàíèêè

ñïëîøíûõ ñðåä, 2017 ã.

Ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð ¾Òåîðåòèêî-ãðóïïîâûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ �èçè-

÷åñêèõ ñèñòåì¿, 2017. Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Êîìè ÍÖ Óðî �ÀÍ,

Ñûêòûâêàð.

Ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíà 25 ðàáîò, âêëþ÷àÿ 3 ðàáîòû â ðåöåíçè-

ðóåìûõ æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

• Àíäðþêîâà Â.Þ., Òàðàñîâ Â.Í. Îá óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì ñ
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íåóäåðæèâàþùèìè ñâÿçÿìè. // Èçâåñòèÿ Êîìè ÍÖ ÓðÎ �ÀÍ. 2013. �3(15). Ñ.

12-18.

• Â.Þ. Àíäðþêîâà, Â.Í. Òàðàñîâ Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ óñòîé-

÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì ïðè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåùåíèÿ. Èç-

âåñòèÿ Êîìè ÍÖ Óðàëüñêîãî îòäåëåíèÿ �ÀÍ. 3(19). 2014. ñ. 39 � 43.

• Àíäðþêîâà Â.Þ. Íåêîòîðûå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì ñ îä-

íîñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïåðåìåùåíèÿ.// "Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåõàíèêà

ñïëîøíûõ ñðåä". Ïåðìü. 2014. Òîì 7, �4. Ñ.412 � 422.

À òàêæå ïóáëèêàöèþ, âõîäÿùóþ â ñèñòåìó öèòèðîâàíèÿ Sopus:

•Veronika Andryukova, Vladimir Tarasov Nonsmooth problem of stability

for elasti rings. Òðóäû ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Êîíñòðóêòèâíûé íåãëàä-

êèé àíàëèç è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè ïðî�åññîðà Â.Ô. Äåìüÿ-

íîâà. ×àñòü I. - ÑÏá.: Èçäàòåëüñòâî ÂÂÌ, 2017. 268 ñ.;

DOI: 10.1109/CNSA.2017.7973928.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà çàêëþ÷àåòñÿ â àíàëèçå òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ èññëå-

äîâàíèé ïî òåìå ðàáîòû, ñîçäàíèè àëãîðèòìîâ, �îðìóëèðîâêå îñíîâíûõ ðåçóëü-

òàòîâ è âûâîäîâ äèññåðòàöèè. Àâòîð ïðåäëîæèëà è ðåàëèçîâàëà íîâûé ìåòîä

ðàñ÷åòà íà óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê âðàùåíèÿ â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå. Àâòîð

ëè÷íî ïîëó÷èëà àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ, ïðîãèá

êîòîðîãî ñ îäíîé ñòîðîíû îãðàíè÷åí æåñòêèì ïðåïÿòñòâèåì, ïðè ãðàíè÷íûõ

óñëîâèÿõ ñâîáîäíîãî êðàÿ, à òàêæå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ êîëåö, íàãðó-

æåííûõ íîðìàëüíûìè èëè öåíòðàëüíûìè ñèëàìè, è ïîäêðåïëåííûõ óïðóãèìè

íèòÿìè, êîòîðûå íå âîñïðèíèìàþò ñæèìàþùèõ óñèëèé. Àâòîð íåïîñðåäñòâåííî

ðàçðàáàòûâàëà è ðåàëèçîâûâàëà àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåé-

íûõ êîëåáàíèé ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí â ðàìêàõ òåîðèè Êàðìàíà. Àâòîð ëè÷íî

ïðîâîäèëà ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå, è îáðàáàòûâàëà

ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòå-

ðàòóðû, íàñ÷èòûâàþùåãî 88 íàèìåíîâàíèé. �àáîòà èçëîæåíà íà 93 ñòðàíèöàõ

òåêñòà, ïîäãîòîâëåííîãî â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå LATEX 2ε è ðàñïå÷àòàííîãî â
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ðàçìåðå øðè�òà 14 ïóíêòîâ ÷åðåç 1,5 ìåæñòðî÷íûõ èíòåðâàëà.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáñóæäàåòñÿ èñòîðèÿ âîïðîñà, ïðèâîäèòñÿ îáçîð ëèòåðàòó-

ðû ïî òåìå äèññåðòàöèè. �àññìàòðèâàåòñÿ îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòû, êðàòêî èçëàãàþòñÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Ïåðâàÿ ãëàâà ïî-

ñâÿùåíà êðàòêîìó îáîáùåíèþ ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ èññëåäîâàíèé. Âòîðàÿ

ãëàâà ïðåäñòàâëÿåò íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Â òðåòüåé ãëàâå

ïðèâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñæèìàåìûõ ïðîäîëü-

íîé ñèëîé ñòåðæíåé, íàõîäÿùèõñÿ â óïðóãîé ñðåäå, ïðîãèáû êîòîðûõ ñ îäíîé

ñòîðîíû îãðàíè÷åíû æåñòêèì ïðåïÿòñòâèåì. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé íà âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîé ñèëû. Òàêæå ðàññìîòðåíà óñòîé÷èâîñòü êðó-

ãîâîãî êîëüöà, ñæèìàåìîãî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè öåíòðàëüíûìè ñèëà-

ìè, ïðè íàëè÷èè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ; ðåøåíà çàäà÷à

óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû, ïðîãèá êîòîðîé îãðàíè÷åí äâóìÿ æåñò-

êèìè ðåáðàìè, ïðè ýòîì íà äâóõ êðîìêàõ ïëàñòèíû âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ ñâîáîäíîãî êðàÿ. Ïðèâåäåíî ðåøåíèå îñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è óñòîé÷è-

âîñòè îáîëî÷åê âðàùåíèÿ, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî íîðìàëüíîãî

äàâëåíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàáîòû âíåøíèõ ñèë èñïîëüçîâàíà òî÷íàÿ òåðìîäè-

íàìè÷åñêàÿ �îðìóëà. Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ëèíåéíûå è íåëèíåé-

íûå êîëåáàíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí. Àíàëèçèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ

ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç êîëåáàíèé ïëàñòèí â ëèíåé-

íîì è íåëèíåéíîì ñëó÷àå.
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�ëàâà 1

Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå èññëåäîâàíèé

Âàðèàöèîííûé ïîäõîä ê çàäà÷àì óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì áûë ðàçâèò

Ñ.Ï. Òèìîøåíêî, êîòîðûé ðåøèë ðÿä çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåé, ïëàñòèí

è îáîëî÷åê. Íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà ìîæíî äîêàçàòü òåîðåìó ñóùå-

ñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ. Â óñòîé÷èâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ

�óíêöèîíàë ïîëíîé ýíåðãèè äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

�åøåíèå êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ íà óñòîé÷èâîñòü óïðóãèõ ñèñòåì ïðèâîäèò ê

ïðîáëåìå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè

è çàêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ óïðóãèõ ñèñòåì ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåùåíèÿ

â âèäå íåðàâåíñòâ ñâîäÿòñÿ ê íàõîæäåíèþ è èññëåäîâàíèþ òî÷åê áè�óðêàöèè

íåëèíåàðèçóåìûõ óðàâíåíèé èëè ê îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ âàðè-

àöèîííûå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà èñêîìûå �óíêöèè â âèäå íåðàâåíñòâ èìå-

þò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ íà óñòîé÷èâîñòü,

ïðè íàëè÷èè îäíîñòîðîííèõ ñâÿçåé íåîáõîäèìî íàõîäèòü òî÷êè áè�óðêàöèè ðå-

øåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, â êîòîðûõ èìåþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ â âèäå íåðàâåíñòâ.

Ñ ðàáîò Ýéëåðà áåðåò ñâîå íà÷àëî òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì. Êðàò-

êèé îáçîð ýòîé òåîðèè ìîæíî íàéòè â [47℄. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè òåîðèÿ è

ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ðàçðàáîòàíû íåäîñòàòî÷íî. Â îáùåì

ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ íåëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

óïðóãîé êîíñòðóêöèè èìååò âèä

Φ(u, λ) = F (u) +G(u, λ), (1.1)

ãäå u � �óíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñîñòîÿíèå óïðóãîé ñèñòåìû (ýòî ìîæåò

áûòü, íàïðèìåð, âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ, òåíçîð äå�îðìàöèè è ò.ä.), F (u) � óïðó-

ãàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, G(u, λ) � ðàáîòà âíåøíèõ ñèë, λ � ïàðàìåòð, õàðàêòåðè-

çóþùèé âíåøíþþ íàãðóçêó. Ïóñòü óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ �óíêöèîíàëà (1.1)

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

L(u, λ) = 0, (1.2)
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ãäå L � äè��åðåíöèàëüíûé íåëèíåéíûé îïåðàòîð. Ïîèñê êðèòè÷åñêîãî ïàðà-

ìåòðà λ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ òî÷åê áè�óðêàöèè óðàâíåíèÿ (1.2).

Èññëåäîâàíèþ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû [20℄, [23℄, [33℄,

[50℄, [82℄, [84℄, [86℄. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ �îðìàëèçàöèÿ òàêèõ çàäà÷ ñâîäèòñÿ ê âû-

ïóêëûì âàðèàöèîííûì çàäà÷àì, ìåòîäû ðåøåíèÿ êîòîðûõ â íàñòîÿùåå âðå-

ìÿ õîðîøî ðàçðàáîòàíû, òàê êàê âñå àëãîðèòìû âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ñõîäÿòñÿ ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ. Ý��åêòèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ

çàäà÷ äëÿ òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïðåäëîæåí Â.Í. Òàðàñîâûì

è Å.È. Ìèõàéëîâñêèì â ðàáîòå "Î ñõîäèìîñòè ìåòîäà îáîáùåííîé ðåàêöèè â

êîíòàêòíûõ çàäà÷àõ ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé".

Èíòåðåñíûå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì ïðè îäíîñòîðîííèõ îãðà-

íè÷åíèÿõ íà ïåðåìåùåíèÿ ðåøåíû Â.È. Ôåîäîñüåâûì. Â.È. Ôåîäîñüåâ ðàññìîò-

ðåë çàäà÷ó ïëîñêîãî èçãèáà óïðóãîãî ñòåðæíÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â ïåðâîíà÷àëüíîì

íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè ìåæäó äâóìÿ æåñòêèìè ñòåíêàìè íà îäèíàêî-

âîì ðàññòîÿíèè îò êàæäîé èç íèõ è èññëåäîâàë çàäà÷ó óñòîé÷èâîñòè òîíêîñòåí-

íîãî êîëüöà, ñæèìàåìîãî íàêèíóòîé íà íåãî àáñîëþòíî ãèáêîé íåðàñòÿæèìîé

íèòüþ, íàòÿãèâàåìîé ñèëîé, à òàêæå êîëüöà, âñòàâëåííîãî â æåñòêóþ îáîéìó.

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìà ìîæåò ïðèéòè â äâèæå-

íèå, òîãäà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñëåäóåò ïðèìåíÿòü äèíàìè÷åñêèé ïîäõîä. Ïðèìå-

ðîì òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíî ñæè-

ìàåìîãî ñòåðæíÿ ïîä äåéñòâèåì ñëåäÿùåé íàãðóçêè. Ñðàâíåíèå ñòàòè÷åñêîãî è

äèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäîâ ê îòûñêàíèþ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê ìîæíî íàéòè â ìî-

íîãðà�èÿõ Â.Â. Áîëîòèíà, �.Öèãëåðà. Àíàëèç óïðóãèõ ñèñòåì íà óñòîé÷èâîñòü

ïðè íàëè÷èè îäíîñòîðîííèõ (íåóäåðæèâàþùèõ) ñâÿçåé ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ

ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à îïòèìèçàöèè èìååò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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�ëàâà 2

Óñòîé÷èâîñòü óïðóãèõ ñèñòåì ñ íåóäåðæèâàþùèìè

ñâÿçÿìè è óñëîâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü

êâàäðàòè÷íûõ �îðì íà êîíóñàõ

Ïóñòü A, Q � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n,

B, C � äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè (b1, b2, .., bn) è

(c1, c2, .., cn) ñîîòâåòñòâåííî. �àññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ÷èñëà λ, ïðè êî-

òîðîì óðàâíåíèå

Ax+ Cx+ + Bx− = λQx (2.1)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Â (2.1)

x+ = (x1+, x2+, .., xn+), x− = (x1−, x2−, .., xn−),

xj+ = max{0, xj} =
xj + |xj|

2
, xj− = min{0, xj} =

xj − |xj|
2

.

Òàê êàê x+ + x− = x, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî min{bi, ci} = 0, èáî äëÿ ëþáûõ

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë b, c

ct+ + bt− = min{c, b}t+ (c−min{c, b})t+ + (b−min{c, b})t−.

È åñëè αi = min{ci, bi} > 0, òî â óðàâíåíèè (2.1) ìîæíî ïîëîæèòü ãii = aii+αi,

ìàòðèöà A îñòàíåòñÿ ñèììåòðè÷íîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ

f(x) =
1

2
(Ax, x) +

1

2
(Cx+, x) +

1

2
(Bx−, x), (2.2)

g(x) =
1

2
(Qx, x), (2.3)

çäåñü

(Cx+, x) =

n∑

1

cix
2
i+, (Bx−, x) =

n∑

1

bix
2
i−.

ßñíî, ÷òî f(x), g(x) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè, ãðàäèåíòû êî-

òîðûõ ðàâíû

∂f(x)

∂x
= Ax+ Cx+ + Bx−,
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∂g(x)

∂x
= Qx.

�àññìîòðèì çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

f(x) =→ min
x∈Rn

(2.4)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

g(x) =
1

2
(Qx, x) = 1. (2.5)

Ïóñòü x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (2.4) � (2.5). Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà

λ òàêîé, ÷òî

∂f(x∗)

∂x
= λ

∂g(x∗)

∂x
, (2.6)

ò.å. âûïîëíåíî óðàâíåíèå (2.1). Äàëåå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî bi = 0, òàê êàê, â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñäåëàâ çàìåíó xj = −yj, ïîëó÷èì xj− = −yj− = yj+ (âîñ-

ïîëüçîâàëèñü èçâåñòíûì ñâîéñòâîì min{−t, 0} = −max{t, 0}.)
Ê óðàâíåíèþ (2.1) ìîãóò áûòü ñâåäåíû çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì

ïðè íàëè÷èè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ. Íàïðèìåð, ðàññìîò-

ðèì çàäà÷ó óñòîé÷èâîñòè ñæèìàåìîãî ïðîäîëüíîé ñèëîé P ñòåðæíÿ, íàõîäÿùå-

ãîñÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ óïðóãèõ ñðåä ñ æåñòêîñòÿìè c(x) è b(x), ðåàãè-

ðóþùèõ íà áîêîâîå ñìåùåíèå ñòåðæíÿ, êàê ïðîñòûå âèíêëåðîâñêèå îñíîâàíèÿ.

Ïðåäïîëàãàÿ, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîé çàäåëêè, ïðè-

õîäèì ê ïðîáëåìå îïðåäåëåíèÿ òàêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà íàãðóçêè P , ïðè

êîòîðûõ êðàåâàÿ çàäà÷à

EJ
d4w

dx4
+ c(x)w+ + b(x)w− = −P d

2w

dx2
, x ∈ (0, l), (2.7)

w(0) = w(ℓ) = 0, w′(0) = w′(ℓ) = 0 (2.8)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Çäåñü w(x) � ïðîãèá (ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ

�îðìà èçãèáà), EJ � æåñòêîñòü ñòåðæíÿ íà èçãèá

w+(x) = max{0, w(x)}, w−(x) = min{0, w(x)}.

Îñîáåííîñòüþ çàäà÷è (2.7) ÿâëÿåòñÿ åå íåëèíåéíîñòü, îáóñëîâëåííàÿ ñðåçêîé

�óíêöèè w(x) , ò.å. íåîáõîäèìî íàõîäèòü "ñîáñòâåííûå"�óíêöèè íåãëàäêèõ
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îïåðàòîðîâ. Î÷åâèäíî, ïîèñê ìèíèìàëüíîé ñèëû P , ïðè êîòîðîé óðàâíåíèå (2.7)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýêâèâàëåíòåí çàäà÷å îïòèìèçàöèè

J(w) =
1

2

∫ l

0

(EJw
′′2 + c(x)w2

+ + b(x)w2
−)dx→ min

w
(2.9)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

g(w) =
1

2

∫ l

0

w
′2dx. (2.10)

Çàäà÷à (2.9) � (2.10) èìååò ðåøåíèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé

W 2
2 [0, l], óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.8) è èìåþùèì îáîáùåííóþ,

ñóììèðóåìóþ ñ êâàäðàòîì, âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ (ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíê-

öèè w(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà). Åñëè çàìåíèòü ïðîèçâîäíûå ïðîãèáà w(x)

êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿìè, òî ïðèäåì ê óðàâíåíèþ (2.1).

Îá óñëîâíîé ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íûõ �îðì

íà êîíóñàõ

�àññìîòðèì çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

f(x) =
1

2
(Ax, x) → min

x∈Rn
(2.11)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

g(x) =
1

2
(Qx, x) = 1, (2.12)

(bj, x) ≤ 0, j ∈ I = 1 : m. (2.13)

Çäåñü A � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, Q � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàä-

ðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n, bj ∈ Rn. Íåðàâåíñòâà (2.13) îïðåäåëÿþò âûïóêëûé

êîíóñ â Rn. Ïóñòü x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (2.11) - (2.13). Ïî òåîðåìå Êóíà-Òàêêåðà

íàéäóòñÿ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà µj ≥ 0, j ∈ 1 : m è λ∗ òàêèå , ÷òî





Ax∗ − λ∗Qx∗ +
∑m

j=1 µjbj = 0,

g(x∗) = 1,

µj(bj, x
∗) = 0.

(2.14)

Òî÷êè x∗, óäîâëåòâîðÿþùèå (2.14), áóäåì íàçûâàòü ñòàöèîíàðíûìè.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå B(λ) = A−λQ.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ λ ≤ λ∗

(B(λ)x, x) ≥ 0, äëÿ âñåõ x ∈ Γ, è, íàïðîòèâ, åñëè λ > λ∗, òî íàéäåòñÿ âåêòîð
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x̄ ∈ Γ òàêîé, ÷òî (B(λ)x̄, x̄) < 0. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî λ∗ = f(x∗). Òàêèì îá-

ðàçîì, ìàòðèöà B(λ) ïðè λ ≤ λ∗ áóäåò óñëîâíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé íà

êîíóñå Γ. Âîïðîñû èäåíòè�èêàöèè óñëîâíîé ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè

êâàäðàòè÷íûõ �îðì íà êîíóñàõ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [30℄, [62℄. Òàì ïîëó-

÷åíû êðèòåðèè óñëîâíîé ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íûõ �îðì

â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà Γ = {x ∈ Rn |xj ≥ 0, j ∈ 1 : n}. Èõ ïðè-

ìåíåíèå ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îïðåäåëèòåëåé (â îáùåì

ñëó÷àå 2n), è â ýòîì îòíîøåíèè ÿâëÿåòñÿ êðàéíå íåýêîíîìè÷íûì.

Ñ�îðìóëèðóåì ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ïîèñêà ñòàöèî-

íàðíûõ òî÷åê [66℄. Ïóñòü ðåøåíèå x0 ∈ Γ, g(x0) = 1 íåêîòîðîå íà÷àëüíîå

ïðèáëèæåíèå. Ïóñòü óæå ïîëó÷åíà òî÷êà xk ∈ Γ, g(xk) = 1. Îáîçíà÷èì

Γ̃k = {x ∈ Γ, |(Qxk, x− xk) = 0}. (2.15)

Íàéäåì òî÷êó x̃k ∈ Γ̃k òàêóþ, ÷òî

1

2
(Ax̃k, x̃k) = min

x∈Γ̃k

1

2
(Ax, x). (2.16)

Äàëåå ïîëàãàåì

xk+1 = s−1
k x̃k, ãäå sk =

√
g(x̃k). (2.17)

Ïîñêîëüêó x̃k− ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (2.16), òî íàéäóòñÿ ìíîæèòåëè

Ëàãðàíæà µkj ≥ 0 è λk òàêèå, ÷òî





Ax̃k − λkQxk +
∑m

j=1 µkjbj = 0,

(Qxk, x̃k − xk) = 0,

µkj(bj, x̃k) = 0.

(2.18)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {λk} ìîíîòîííî óáûâàåò, îãðàíè-
÷åíà ñíèçó, è ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk} ÿâëÿåòñÿ ñòà-

öèîíàðíîé. Îáîçíà÷èì ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk} ÷åðåç λ∗.
Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì, è îí ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è

(2.11) � (2.13), åñëè óäà÷íî âûáðàíî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Ïîñëå òîãî, êàê

ïîëó÷åíî λ∗, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö [65℄ äëÿ ïðîâåðêè
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óñëîâíîé íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû A−λ∗Q íà êîíóñå Γ. Îáû÷-

íî â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ìàòðèöà A−λ∗Q èìååò íåáîëüøîå ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë, à òðóäîåìêîñòü ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö â çàäà÷àõ íåâû-

ïóêëîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îöåíèâàåòñÿ ÷èñëîì îòðèöàòåëüíûõ

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû. Åñëè æå ïðèìåíÿòü ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö íåïî-

ñðåäñòâåííî ê çàäà÷å (2.11) � (2.13), òî îáúåì âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû áóäåò

çàâèñåòü îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ.

Íà êàæäîì øàãå ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ ðåøàòü çàäà÷ó ìèíè-

ìèçàöèè âûïóêëîé êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè ïðè ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ (çàäà÷ó

âûïóêëîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ). Ïîñëåäíÿÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå

èñõîäíîé.

Åñëè I = ∅, ò. å. Γ = Rn
è Q− eäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òî ïðåäëàãàåìûé àë-

ãîðèòì ïðåâðàùàåòñÿ â èçâåñòíûé ìåòîä Êåëëîãà äëÿ ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî

ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ìàòðèöû A.
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�ëàâà 3

Óñòîé÷èâîñòü óïðóãèõ ñèñòåì ñ îäíîñòîðîííèìè ñâÿçÿìè

�àññìîòðèì ïëîñêèé èçãèá óïðóãîãî ñòåðæíÿ äëèíû ℓ, ñæèìàåìîãî ïðîäîëü-

íîé ñèëîé P, êîòîðàÿ â ïðîöåññå äå�îðìàöèè ñîõðàíÿåò ñâîþ âåëè÷èíó è íà-

ïðàâëåíèå [47℄.

dx

dw

ds

0
P

β

W

XP

�èñ. 3.1: Ôîðìà äå�îðìèðîâàííîãî ñòåðæíÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû P

Ïóñòü s � äëèíà äóãè ñòåðæíÿ, w(s), x(s) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû äå�îð-

ìèðîâàííîãî ñòåðæíÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç β(s) óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé ê äå�îð-

ìèðîâàííîé îñè ñòåðæíÿ è îñüþ x. Òîãäà âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ (ñì. ðèñ. 3.1)

w′ = sin β, x′ = cos β. (3.1)

Â ïðåäïîëîæåíèè âûïîëíåíèÿ óñëîâèé íåñæèìàåìîñòè îñè ñòåðæíÿ è ãè-

ïîòåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèé (ãèïîòåçû Áåðíóëëè) ýíåðãèÿ óïðóãîãî ñòåðæíÿ îïðå-

äåëÿåòñÿ èçìåíåíèåì êðèâèçíû ñòåðæíÿ. Èç äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè èç-

âåñòíî, ÷òî êðèâèçíà óïðóãîé ëèíèè îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

1

ρ
= β

′

s =
dβ

ds

èëè

1

ρ
=

w
′′

xx

(1 + w′2
x )

3

2

.

Ïðè ìàëûõ β sin β = β, ïîýòîìó cosβ ∼= 1 − 1
2β

2 + ... = 1 − 1
2w

′2
. òàêæå dx =
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cosβds. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàáîòà âíåøíèõ ñèë ðàâíà

A = P

∫ ℓ

0

(ds− dx) = P

∫ ℓ

0

(1− cos β)ds.

(3.2)

Â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè

A ∼= P

∫ ℓ

0

(1− 1 +
1

2
w′2)ds =

P

2

∫ ℓ

0

w′2ds.

Ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñòåðæíÿ îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì

U =

∫ ℓ

0

[
1

2
EJβ ′2 − P (1− cos β)

]
ds . (3.3)

∫ ℓ

0

1

2
EJβ ′2ds � óïðóãàÿ ýíåðãèÿ ñòåðæíÿ,

P (ℓ− l̃) =

∫ ℓ

0

P (ds− dx) =

∫ ℓ

0

P (1− cos β)ds � ðàáîòà âíåøíèõ ñèë,

EJ � æåñòêîñòü ñòåðæíÿ íà èçãèá (E � ìîäóëü Þíãà, J � ìîìåíò èíåðöèè

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ).

Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñòåðæíÿ ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå

çíà÷åíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ øàðíèðíîãî îïè-

ðàíèÿ:

w(0) = w(ℓ) = 0 , w′′(0) = w′′(ℓ) = 0. (3.4)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

k2 =
P

EJ
,

òîãäà óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ �óíêöèîíàëà (3.3) èìååò âèä:

β ′′ = −k2 sinβ, (3.5)

ïåðâûé èíòåãðàë êîòîðîãî õîðîøî èçâåñòåí:

β ′2 = 2k2(cosα− cos β), (3.6)

èëè

β ′2 = 4k2(sin2
α

2
− sin2

β

2
). (3.7)



18

Â (3.6) cosα � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó

sin
β

2
= sin

α

2
sinψ.

Äè��åðåíöèðóÿ ïîäñòàíîâêó è èñïîëüçóÿ (3.7), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà:

1

4
cos2

β

2
β ′2 = ψ′2 sin2

α

2
cos2 ψ, β ′2 = 4k2 sin2

α

2
cos2 ψ.

Íîâàÿ ïåðåìåííàÿ ψ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

ψ′2 = k2(1− sin2
α

2
sin2 ψ), (3.8)

îòêóäà íàõîäèì

ks =

∫ π
2

0

dψ√
1− sin2 α2 sin

2 ψ
−
∫ ψ

0

dψ√
1− sin2 α2 sin

2 ψ
. (3.9)

Çäåñü ïîñòîÿííaÿ èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëåíà èç óñëîâèé: ïðè s = 0 äîëæíî

áûòü β = α, ñëåäîâàòåëüíî, ψ = π
2 , ïðè s = ℓ

2 ψ = 0. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ α

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

k
ℓ

2
=

∫ π
2

0

dψ√
1− sin2 α2 sin

2 ψ
. (3.10)

Óðàâíåíèå (3.10) èìååò ðåøåíèå ïðè óñëîâèè, ÷òî k ℓ2 ≥ π
2 , îòêóäà ïîëó÷àåì

çàâèñèìîñòü ìåæäó óãëîì α è íàãðóçêîé P è ïåðâóþ êðèòè÷åñêóþ ñèëó Ýéëåðà

P =
π2EJ

ℓ2
. (3.11)

Îáîçíà÷èâ m2 = sin2 α2 , ïîëó÷èì

ks = K(m)−K(m,ψ), (3.12)

ãäå

k(m) =

∫ π
2

0

dψ√
1−m2 sin2 ψ

, (3.13)

k(m,ψ) =

∫ ψ

0

dψ√
1−m2 sin2 ψ

(3.14)

� ïîëíûé è íåïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàëû ïåðâîãî ðîäà.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè

w
′

= sin β, x
′

= cosβ. Òîãäà

dw = sin βds = −2

k

dψ√
1−m2 sin2 ψ

sin
β

2
cos

β

2
= −2m

k
sinψdψ.

Îòêóäà

w = −2m

k
(cosψ − cosψ0).

Òàê êàê ψ0 =
π
2 , òî

w = −2m

k
cosψ.

dx = cosβds = (1− 2 sin2
β

2
)ds = −2

k

√
1−m2 sin2 ψdψ +

1

k
ds.

Îòñþäà

x = −2

k

( ∫ π
2

0

dψ√
1−m2 sin2 ψ

−
∫ ψ

0

dψ√
1−m2 sin2 ψ

)
+
1

k
s =

=
1

k
s+

2

k
E(m,ψ)− 2

k
E(m,

π

2
), (3.15)

çäåñü E(m,ψ) è E(m) ïîëíûé è íåïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàëû âòîðîãî

ðîäà. Èç óðàâíåíèé (3.1) ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ óïðóãîé ëèíèè ñòåðæ-

íÿ (ýëàñòèêè Ýéëåðà). Òàêèì îáðàçîì, ïðè P = π2EJ
ℓ2 ïðîèñõîäèò áè�óðêàöèÿ

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: êðîìå òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ β(s) ≡ 0, êîòî-

ðîå ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, âîçíèêàþò ñìåæíûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Åñëè

ñòåðæåíü èçãèáàåòñÿ ïî n ïîëóâîëíàì, òî íàáîð êðèòè÷åñêèõ ñèë îïðåäåëÿåòñÿ

�îðìóëîé

Pn =
n2π2EJ

ℓ2
, n = 1, 2... (3.16)

Ïðîèíòåãðèðîâàòü íåëèíåéíîå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ óïðóãèõ ýëåìåí-

òîâ óäàåòñÿ â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ, ïîýòîìó ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèÿ. Èïîëüçóÿ (3.1),

ìîæíî ïðèáëèæåííî ïîëîæèòü

w′ ≈ β,

x′ = cos β ≈ 1− β2

2
.

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà (3.3) çàìåíÿåòñÿ íà
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∫ ℓ

0

[
1

2
EJw′′2 − P

2
w′2
]
ds→ min

w
. (3.17)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ �óíêöèîíàëà (3.17) èìååò âèä:

EJ
d4w

ds4
+ P

d2w

ds2
= 0. (3.18)

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé:

w = A1 + A2s+ A3 sin(ks) +A4 cos(ks). (3.19)

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.4) ñëåäóþò ðàâåíñòâà A1 = A2 = A4 = 0. Äëÿ òîãî,

÷òîáû ñóùåñòâîâàëî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.18), óäîâëåòâîðÿþ-

ùåå (3.4), íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà kℓ = nπ, n = 1, 2...,

îòêóäà íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé

ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è (3.4), (3.18)

kn =
nπ

ℓ
, Pn =

n2π2EJ

ℓ2
, wn = A3 sin(kns).

Èç ðåøåíèÿ ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è (3.4), (3.18) ïðîãèá w(s) îïðåäåëèòü

íåëüçÿ, èáî ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ A3 îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííîé.

3.1 Óñòîé÷èâîñòü ñæèìàåìûõ ïðîäîëüíîé ñèëîé ñòåðæíåé ïðè

îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåùåíèÿ

Ïóñòü ïðÿìîëèíåéíûé ñòåðæåíü äëèíû ℓ, íàõîäÿùèéñÿ â óïðóãîé ñðåäå ñ

æåñòêîñòüþ C, ðàáîòàþùåé êàê ïðîñòîå âèíêëåðîâñêîå îñíîâàíèå, íàãðóæåí

ïðîäîëüíîé ñèëîé P .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû (óïðóãàÿ ýíåðãèÿ ìèíóñ ðàáîòà

âíåøíèõ ñèë) â êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì

J(w) =
1

2

∫ ℓ

0

(Dw′′2 + Cw2 − Pw′2)dx, (3.20)

ãäå Cw2
� ýíåðãèÿ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ. Ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè

ñòåðæíÿ, ñâÿçàííîãî ñ óïðóãèì îñíîâàíèåì, ïðèâåäåíî â [15℄. Ïðåäïîëîæèì,
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÷òî ïðîãèá ñòåðæíÿ w ñ îäíîé ñòîðîíû îãðàíè÷åí æåñòêèì ïðåïÿòñòâèåì òàê,

÷òî

w(x) ≥ 0, x ∈ [0, ℓ]. (3.21)

Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà-

÷åíèå, ïîýòîìó ðàñ÷åò íà óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíÿ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìèíè-

ìàëüíîé ñèëû P , ïðè êîòîðîé âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à

J(w) → min
w

(3.22)

ïðè îãðàíè÷åíèè (3.21) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Â ðàáîòå Â.Í. Òàðàñîâà [68℄ ðàññìîòðåíû äâà âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

• ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîé çàäåëêè:

w(0) = w(ℓ) = 0, w′(0) = w′(ℓ) = 0. (3.23)

• ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ:

w(0) = w(ℓ) = 0, w′′(0) = w′′(ℓ) = 0. (3.24)

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåøåíà çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíÿ ïðè êîìáè-

íèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:

• ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîé çàäåëêè ïðè x = 0 ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ñâîáîäíîãî êðàÿ ïðè x = ℓ:

{
w(0) = 0, w′(0) = 0,

w
′′

(ℓ) = 0, w
′′′

(ℓ) + P
Dw

′

(ℓ) = 0.
(3.25)

Ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è (3.21) � (3.22) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõæåñòêîé

çàäåëêè (3.23), (3.24).

Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêîé ñèëû [68℄ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å èçîïå-

ðèìåòðè÷åñêîãî òèïà:

J̃(w) =
1

2

∫ ℓ

0

(Dw′′2 + Cw2)dx→ min (3.26)

ïðè îãðàíè÷åíèè

J1(w) =
1

2

∫ ℓ

0

w′2dx = 1 (3.27)
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è âûïîëíåíèè óñëîâèé (3.21) è (3.23).

�åøåíèå ýêñòðåìàëüíîé ïðîáëåìû (3.26) � (3.27) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (3.21),

(3.23) ñóùåñòâóåò [66℄, èáî ìíîæåñòâî �óíêöèé w ∈ W 2
2 [0, ℓ], óäîâëåòâîðÿþùèõ

(3.21) è (3.27) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì êîìïàêòîì, a �óíêöèîíàë J̃(w), ÿâëÿåòñÿ âû-

ïóêëûì. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî èçó÷èòü â ðàáîòàõ [10℄, [46℄. Èçâåñòíî, ÷òî

íåïðåðûâíûé âûïóêëûé �óíêöèîíàë äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà íà ëþáîì ñëà-

áî êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå. ÇäåñüW 2
2 [0, ℓ]− ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé Ë.Ñ. Ñîáîëå-

âà, èìåþùèõ íà [0, ℓ] îáîáùåííûå ñóììèðóåìûå ñ êâàäðàòîì ïåðâóþ è âòîðóþ

ïðîèçâîäíûå (ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà) è óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ (3.21).

�åøåíèå çàäà÷è (3.26), (3.27), (3.21), (3.23) ìîæíî èñêàòü ñðåäè �óíêöèé

ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ íà èíòåðâàëå (0, ℓ1), 0 < ℓ1 ≤ ℓ è òîæäåñòâåííî ðàâíûõ

íóëþ âíå ýòîãî èíòåðâàëà [66℄.

Òàê êàê w > 0 ïðè x ∈ (0, ℓ1), òî ïðîãèá óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà

íà ýòîì èíòåðâàëå

wIV + ωw + ρ2w
′′

= 0, (3.28)

ãäå ω = C/D, ρ2 = λ/D, λ � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà äëÿ îãðàíè÷åíèÿ èçîïåðè-

ìåòðè÷åñêîãî òèïà (3.27).

Â ýòîì ñëó÷àå (3.28) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñæèìàåìîãî ïðîäîëü-

íîé ñèëîé ñòåðæíÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â óïðóãîé ñðåäå. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî (3.28)

ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ðàâíîâåñèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ñæèìàåìîé ïðî-

äîëüíîé ñèëîé, â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå. Ýêñïåðèìàíòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ

óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíîãî ñæàòèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ â

æåñòêîé îáîéìå, ïîñâÿùåíà ðàáîòà [66℄. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâà-

íèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.28) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (3.23)

èëè (3.24) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

ρ2 ≥ 2
√
ω. (3.29)

Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ρ2 < 2
√
ω, è �óíêöèÿ w(x) 6≡ 0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
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íåíèþ (3.28). Òîãäà

J0 =

∫ ℓ

0

(w′′2 − ρ2w′2 + ωw2)dx = 0. (3.30)

C äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäñòàâëÿÿ �óíêöèþ w(x) ðÿäîì Ôóðüå (w(0) = w(ℓ) = 0),

w(x) =

∞∑

k=1

ak sin
kπx

ℓ

è ïîäñòàâëÿÿ â (3.30), ïîëó÷èì:

J0 =
1

2

∞∑

k=1

a2k

[(
kπ

b

)4

− ρ2
(
kπ

b

)2

+ ω

]
>

>
1

2

∞∑

k=1

a2k

[(
kπ

b

)4

− 2
√
ω

(
kπ

b

)2

+ ω

]
=

=
1

2

∞∑

k=1

a2k

[(
kπ

b

)2

−√
ω

]2
≥ 0,

ò.å. ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñòåðæíÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà, åñëè óñëîâèå (3.29) íå âû-

ïîëíåíî.

Ïðè ýòîì óñëîâèè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.28) èìååò âèä

w(x) = c1 sin(m1x) + c2 sin(m2x) + c3 cos(m1x) + c4 cos(m2x), (3.31)

ãäå

m1 =

√
ρ2

2
+

√
ρ4

4
− ω, m2 =

√
ρ2

2
−
√
ρ4

4
− ω. (3.32)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî w(x) > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ (0, ℓ1) è w(x) ≡ 0 ïðè x ∈ (ℓ1, ℓ),

òî ℓ1 ëèáî ñîâïàäàåò ñ ℓ, ëèáî íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è

J(w) =
1

2

∫ ℓ1

0

(w′′2 + ωw2)dx→ min
w,ℓ1

(3.33)

ïðè îãðàíè÷åíèè

J1(w) =
1

2

∫ ℓ1

0

w′2dx = 1. (3.34)

Èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïî ℓ1 â çàäà÷å (3.33) � (3.34) è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

w(ℓ1) = 0, w′(ℓ1) = 0, èç (3.33) ïîëó÷àåì åùå îäíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå: w′′(ℓ1) =

0.
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Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ w(x) ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöè-

ðóåìîé íà âñåì èíòåðâàëå [0, ℓ] è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:





w(0) = w(ℓ1) = 0,

w′(0) = w′(ℓ1) = 0,

w′′(ℓ1) = 0.

(3.35)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.31) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (3.35), ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ c1, c2, c3, c4 è ℓ1




c3 + c4 = 0,

m1c1 +m2c2 = 0,

c1 sin y + c2 sin z + c3 cos y + c4 cos z = 0,

c1m1 cos y + c2m2 cos z − c3m1 sin y − c4m2 sin z = 0,

c1m
2
1 sin y + c2m

2
2 sin z + c3m

2
1 cos y + c4m

2
2 cos z = 0,

(3.36)

ãäå y = m1ℓ1, z = m2ℓ1. �àññìàòðèâàÿ ïåðâûå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî

íåèçâåñòíûõ c1, c2, c3, c4 è ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ

ê íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî,

÷òîáû

2zy(1− cos z cos y)− (z2 + y2) sin z sin y = 0. (3.37)

Åñëè æå ðàññìîòðåòü ïåðâîå, âòîðîå, òðåòüå è ïÿòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.36),

òî ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

z cos z sin y − y sin z cos y = 0. (3.38)

Ìèíèìàëüíîé êðèòè÷åñêîé ñèëå ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.37),

(3.38)

y = 3π, z = π, ò.å. 3π = m1ℓ1, π = m2ℓ1.

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (3.32), íàõîäèì

ρ2 =
10

3

√
ω, ℓ1 =

√
3π

4
√
ω
. (3.39)

Åñëè ℓ1 < ℓ, òî âûðàæåíèå äëÿ ïðîãèáà ïðèíèìàåò âèä

w(x) = c · sin3(m2x)H(ℓ1 − x), x ∈ [0, ℓ], (3.40)
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ãäå m2 = 4
√
ω/

√
3, H(t)− �óíêöèÿ Õåâèñàéäà.

Óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíÿ ïðè æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåùåíèÿ ñ ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ [68℄.

Ïðè æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåùåíèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè øàð-

íèðíîãî îïèðàíèÿ âûïîëíåíû óñëîâèÿ





w(0) = w(ℓ1) = 0,

w′′(0) = w′′(ℓ1) = 0,

w′(ℓ1) = 0.

(3.41)

Òîãäà â ñèñòåìå óðàâíåíèé (3.36) íåîáõîäèìî çàìåíèòü âòîðîå óðàâíåíèå íà

m2
1c3+m

2
2c4 = 0, îòêóäà, ñ ó÷åòîì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî c3 = c4 = 0

è ñèñòåìà (3.36) çàìåíÿåòñÿ íà ñëåäóþùóþ:





c1 sin y + c2 sin z = 0,

c1m1 cos y + c2m2 cos z = 0,

c1m
2
1 sin y + c2m

2
2 sin z = 0.

(3.42)

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé ñèñòåìû íåîáõîäè-

ìî, ÷òîáû

det

(
sin y sin z

m1 cos y m2 cos z

)
= 0 (3.43)

det

(
sin y sin z

m2
1 sin y m2

2 sin z

)
= 0. (3.44)

Îòêóäà ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ

{
m2 cos z sin y = m1 cos y sin z,

m2
2 sin y sin z = m2

1 sin y sin z.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîñëåäíåé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî sin y = 0 èëè sin z = 0.

Åñëè sin y = 0, òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì sin z = 0 (èáî â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå cos y = 0, ÷òî íåâîçìîæíî), ïîýòîìó

y = m1ℓ1 = πi, z = m2ℓ1 = πj, i, j = 1, 2, . . . . (3.45)
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Èç (3.45) è âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.42) ïîëó÷àåì, ÷òî

c2 = −c1β
m1

m2
, ãäå β =

{
1, åñëè (i− j) � ÷åòíîå ÷èñëî,

−1, åñëè (i− j) � íå÷åòíîå ÷èñëî.

À èç (3.31)

w(x) = c1

(
sinm1x− β

m1

m2
sinm2x

)
, (3.46)

0 ≤ m2x ≤ πj, j = 1, 2, . . . .

Îáîçíà÷èì α = m1m
−1
2 = i · j−1, òîãäà �îðìóëà (3.32) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

ρ2 =
1 + α2

α

√
ω

äàåò çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé ñèëû. Ïîäáèðàÿ i, j òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ρ2 = λ/D,

áûëî ìèíèìàëüíûì, à �óíêöèÿ w(x) (3.46) áûëà íåîòðèöàòåëüíîé, íàõîäèì

ρ2 =
5

2

√
ω, ℓ1 =

√
2π

4
√
ω
.

Åñëè ℓ1 < ℓ, òî ïðîãèá çàäàåòñÿ �îðìóëîé

w(x) = c

(
2 sin

πx

ℓ1
+ sin

2πx

ℓ1

)
H(ℓ1 − x), c > 0. (3.47)

3.2 Óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíÿ ïðè æåñòêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà

ïåðåìåùåíèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñâîáîäíîãî êðàÿ

Â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé æåñòêîé çàäåëêè ïðè x = 0 è ãðàíè÷íûõ óñëî-

âèé ñâîáîäíîãî êðàÿ ïðè x = ℓ âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

{
w(0) = 0, w′(0) = 0,

w
′′

(ℓ) = 0, w
′′′

(ℓ) + ρ2w
′

(ℓ) = 0,
(3.48)

ãäå ρ2 = P/D. Ïðè äàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íåðàâåíñòâî (3.29) çàìåíÿåòñÿ

íà

ρ2 < 2
√
ω,
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è îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.28) èìååò âèä:

w(x) = c1e
αx sin(βx) + c2e

αx cos(βx) + c3e
−αx sin(βx)+

+c4e
−αx cos(βx), (3.49)

ãäå

α =
1

2

√
2
√
ω − ρ2, β =

1

2

√
2
√
ω + ρ2. (3.50)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ó÷àñòîê ïîëíîãî ïðèëåãàíèÿ ê ñòåíêå, ò.å.

w(x) = 0, x ∈ [0, ℓ1], è w(x) > 0, x ∈ (ℓ1, ℓ]. (3.51)

Êàê è âûøå,

w = 0, w′ = 0, w′′ = 0 ïðè x = ℓ1.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

{
w(ℓ1) = 0, w′(ℓ1) = 0,

w
′′

(ℓ) = 0, w
′′′

(ℓ) + ρ2w
′

(ℓ) = 0.
(3.52)

{
w(ℓ1) = 0, w′′(ℓ1) = 0,

w
′′

(ℓ) = 0, w
′′′

(ℓ) + ρ2w
′

(ℓ) = 0.
(3.53)

Ïîêàæåì, ÷òî â òî÷êå ℓ1 w
′′(ℓ1) = 0. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ îáùàÿ �îðìóëà

âàðèàöèè �óíêöèîíàëà. Ïóñòü

J(w) =

∫ x1

x0

F (w′′, w′, w, x)dx (3.54)

è δw � âàðèàöèÿ òðàåêòîðèè. Ñ÷èòàåì, ÷òî ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ íå òîëüêî

�óíêöèÿ, íî è èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ:

δJ(w) =

∫ x1

x0

(Fw′′δw′′ + Fw′δw′ + Fwδw)dx+ F |x1x0.

Ïîñëå íòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì èìååì

δJ(w) =

∫ x1

x0

(
d2

dx2
Fw′′ − d

dx
Fw′ + Fw

)
δwdx+

+Fδx|x1x0 + Fw′′(δw′)|x1x0 +
(
Fw′ − d

dx
Fw′′

)
(δw)|x1x0.



28

Òàê êàê δw′|x1x0 = (δw′)|x1x0 + w′′δx|x1x0, δw|x1x0 = (δw)|x1x0 + w′δx|x1x0, òî îêîí÷àòåëüíî
ïîëó÷àåì:

δJ(w) =

∫ x1

x0

(
d2

dx2
Fw′′ − d

dx
Fw′ + Fw

)
δwdx+

+

(
F − w′′Fw′′ + w′ d

dx
Fw′′ − w′Fw′

)
δx|x1x0+

+Fw′′δw′|x1x0 +
(
Fw′ − d

dx
Fw′′

)
δw|x1x0. (3.55)

Èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïî ℓ1 â çàäà÷å (3.33) � (3.34) è ñ ó÷åòîì òîãî,÷òî w(ℓ1) =

0, w′(ℓ1) = 0, ò.å.

δw = δw′ = 0 ïðè x = ℓ1

èç (3.55), ïîëó÷àåì åùå îäíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå: F −w′′Fw′′ = 0, ïðè x = ℓ1, ò.å.

w′′(ℓ1) = 0.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.52) � (3.53) íåîá-

õîäèìî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëè ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ïðè c1 � c4 áûëè ðàâíû

íóëþ. ßñíî, ÷òî â óðàâíåíèÿõ (3.52) � (3.53) ìîæíî ïîëîæèòü ℓ1 = 0 (äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî çàìåíèòü x íà x− ℓ1). Îáîçíà÷èì ℓ̃ = ℓ− ℓ1, òîãäà ℓ̃ áóäåò íåèçâåñò-

íîé âåëè÷èíîé, ïîäëåæàùåé îïðåäåëåíèþ. Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (3.52) èìååò

âèä:

△1(ω, ℓ̃, ρ) = cos2(βℓ̃)(ωρ2 −√
ωρ4 + 2

√
ω3)+

+
1

2
eαℓ̃(

√
ω3 − 1

2
ωρ2 − 1

2

√
ωρ4) +

1

2
e−αℓ̃(

√
ω3 − 1

2
ωρ2−

−1

2

√
ωρ4) +

√
ω3 − 1

2
ωρ2 +

1

2

√
ωρ4,

à îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (3.53) ðàâåí

△2(ω, ℓ̃, ρ) =
1

2
sin(βℓ̃)β(ρ2ω − ρ4

√
ω + 2

√
ω3)+

+
1

4
eαℓ̃α(ρ2ω + ρ4

√
ω − 2

√
ω3)− 1

4
e−αℓ̃α(ρ2ω + ρ4

√
ω − 2

√
ω3).

Îïðåäåëèòåëè △1(ω, ℓ̃, ρ) è △2(ω, ℓ̃, ρ) áûëè âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû

MAPLE. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ℓ̃ è ρ2 èìååì ñèñòåìó äâóõ íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé:

△1(ω, ℓ̃, ρ) = 0, △2(ω, ℓ̃, ρ) = 0. (3.56)
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�èñ. 3.2: Ôîðìà ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè

îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ (ñëåâà) è áåç îãðàíè÷åíèé íà ïå-

ðåìåùåíèÿ (ñïðàâà).

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.56) ðåøàëàñü ìåòîäîì Íüþòîíà. �åçóëüòàòû âû÷èñëå-

íèé ïðèâåäåíû â òàáë.1.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû â çàâèñèìîñòè îò æåñòêîñòè ñðåäû ω

N 1 2 3 4 5 6

ω 100 200 350 450 550 800

ℓ̃ 0.745 0.627 0.545 0.512 0.487 0.443

ρ2 12.6 17.8 23.5 26.7 29.5 35.6

ρ2
∗

11.9 15.6 19.5 21.8 23.8 28.5

Â òàáëèöå 1 çíà÷åíèÿ ρ2 ñîîòâåòñòâóþò êðèòè÷åñêîé íàãðóçêå ñòåðæíÿ ïðè

íàëè÷èè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ ïðè ðàçëè÷íîé æåñòêîñòè

ñðåäû ω. Äëÿ ñðàâíåíèÿ â ïîñëåäíåé ñòðîêå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé

ñèëû P = ρ2∗ äëÿ ñòåðæíÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â óïðóãîé ñðåäå, ïðè îòñóòñòâèè îä-

íîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ.

Íà ðèñ.3.2 ïîêàçàíî ðàçëè÷èå �îðì ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ ïîñëå ïîòåðè óñòîé-

÷èâîñòè ïðè íàëè÷èè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ è áåç îãðà-

íè÷åíèé.
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3.3 Îá óñòîé÷èâîñòè êðóãîâîãî êîëüöà, ñæèìàåìîãî ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííûìè öåíòðàëüíûìè ñèëàìè, ïðè íàëè÷èè

îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ

Èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü óïðóãèõ êîëåö, ïîäêðåïëåííûõ íåðàñòÿæèìûìè

íèòÿìè. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ íàëè÷èå îäíîñòîðîííèõ ñâÿçåé ïðè-

âîäèò ê îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ñ îãðàíè-

÷åíèÿìè íà èñêîìûå �óíêöèè â âèäå íåðàâåíñòâ èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøå-

íèå. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ïîäêðåïëåííîãî íåðàñòÿ-

æèìûìè íèòÿìè êîëüöà â ñëó÷àå íåïëîñêîé äå�îðìàöèè. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé

àíàëèç. Ïåðåìåùåíèÿ àïïðîêñèìèðóþòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè ïåðèîäè÷åñêèìè

ñïëàéíàìè, ïîñëå ÷åãî ïðèõîäèì ê çàäà÷å íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òðå-

áóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íàãðóçêè, ïðè êîòîðîé çàäà÷à íåëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè â �îðìå íåðàâåíñòâ èìååò íååäèíñòâåííîå

ðåøåíèå.

Ìàëûå äå�îðìàöèè êðèâîëèíåéíûõ ñòåðæíåé

�èñ. 3.3: Ñòåðæåíü äî è ïîñëå äå�îðìàöèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâîëèíåéíûé òîíêèé óïðóãèé ñòåðæåíü íàõîäèòñÿ â

ðàâíîâåñèè ïîä äåéñòâèåì êàêèõ-ëèáî ñèë. Ïóñòü Ì � íåêîòîðàÿ òî÷êà íà îñè

ñòåðæíÿ. Ïóñòü X, Y , Z òðè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè â òî÷êå M, îñü

Z íàïðàâëåíà ïî êàñàòåëüíîé ê ëèíèè äå�îðìèðîâàííîãî ñòåðæíÿ, X, Y ïî

ãëàâíûì îñÿì èíåðöèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Âûáåðåì íà îñè ñòåðæíÿ òî÷êó

M0, êîòîðàÿ â ðåçóëüòàòå äå�îðìàöèè ïåðåõîäèò â òî÷êó M . Ñîîòâåòñòâóþùèå
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òðè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè îáîçíà÷èì ÷åðåç (X0, Y0, Z0), â ðåçóëüòàòå

ïîâîðîòà ïðè äå�îðìàöèè îíè ïåðåõîäÿò â îñè (X, Y, Z). Îáîçíà÷èì s � äëè-

íà äóãè ñòåðæíÿ, îòñ÷èòûâàåìîé îò íåêîòîðîé òî÷êè. Êîñèíóñû óãëîâ ìåæäó

îñÿìè (X0, Y0, Z0) è (X, Y, Z) çàïèøåì â ìàòðèöó




cosα − sin γ sinβ

sin γ cos β − sinα

− sinβ sinα cos γ


 .

Ïðîåêöèè ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êåM0 íà îñè (X0, Y0, Z0) îáîçíà÷èì ÷åðåç (w, v, u).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè M0 è M äâèæóòñÿ âäîëü ñòåðæíÿ ñî ñêîðîñòüþ ðàâ-

íîé 1, ñèñòåìû îñåé (X, Y, Z) è (X0, Y0, Z0) âðàùàþòñÿ âîêðóã òî÷åê M0 è M

ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè Ω0 è Ω. Ïðîåêöèè óãëîâîé ñêîðîñòè Ω íà îñè (X, Y, Z)

îáîçíà÷èì (p, q, r), à ïðîåêöèè óãëîâîé ñêîðîñòè Ω0 íà îñè (X0, Y0, Z0) îáîçíà-

÷èì (p0, q0, r0). Ïóñòü δp = p − p0, δq = q − q0, δr = r − r0. Áóäåì ñ÷èòàòü

äå�îðìàöèè ìàëûìè òàê, ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü

cosα = cosβ = cos γ = 1,

sinα = α, sin β = β, sin γ = γ.

Òîãäà âåëè÷èíû δp, δq, δr, óãëû α, β, γ è ïåðåìåùåíèÿ w, v, u ñâÿçàíû óðàâíå-

íèÿìè [47℄





δp =
dα

ds
− r0β + q0γ,

δq =
dβ

ds
− p0β + r0γ,

δr =
dγ

ds
− q0β + p0γ,

(3.57)





β =
dw

ds
+ q0u− r0v,

−α =
dv

ds
+ r0w − p0u,

0 =
du

ds
+ p0v − q0w.

(3.58)
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Â ðåçóëüòàòå äå�îðìàöèè óïðóãàÿ ýíåðãèÿ ñòåðæíÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà

ïî �îðìóëå

U =
1

2

∫ l

0

(Aδp2 + Bδq2 + Cδr2)ds, (3.59)

ãäå l � äëèíà ñòåðæíÿ, A,B � ãëàâíûå æåñòêîñòè ñòåðæíÿ ïðè èçãèáå, C �

æåñòêîñòü ïðè êðó÷åíèè.

Ïóñòü òåïåðü îñü ñòåðæíÿ â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè åñòü îêðóæíîñòü

ðàäèóñà R, è îäíà èç ãëàâíûõ îñåé ñå÷åíèÿ íàïðàâëåíà ê öåíòðó îêðóæíîñòè,

îñü Y0 ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè êîëüöà. Â íàøåì ñëó÷àå â �îðìóëàõ (3.57)

� (3.58) p0 = 0, q0 = 1
R , r0 = 0. Ââîäÿ âìåñòî äóãè S öåíòðàëüíûé óãîë ϑ, òàê

÷òî S = Rϑ, ïîëó÷èì �îðìóëû





β =
1

R

(dw
dϑ

+ u
)
,

α = − 1

R

dv

dϑ
,

w =
du

dϑ
.

(3.60)





δp = − 1

R2
v′′ +

1

R
γ,

δq =
1

R2
(w′′ + u′),

δr =
1

R
γ ′ +

1

R2
v′.

(3.61)

Âûðàæåíèå äëÿ óïðóãîé ýíåðãèè â �îðìóëå (3.59) ïðèìåò âèä

U =
1

2

∫ 2π

0

(
B

R3
(w′′ + u′)2 +

A

R2
(γ − 1

R
v′′)2 +

C

R2
(γ ′ +

1

R
v′′)2

)
dϑ. (3.62)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ξ, η, ζ) òàê, ÷òî

ïðîåêöèè ïåðåìåùåíèé w, v, u íà ýòè îñè îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè





ξ = (w − R) cosϑ− u sinϑ,

η = (w −R) sinϑ+ u cosϑ,

ζ = v.

(3.63)
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Äè��åðåíöèðóÿ ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì





ξ′ = (w′ + u) cosϑ+ (u′ − w − R) sinϑ,

η′ = −(w′ + u) sinϑ+ (u′ − w − R) cosϑ,

ζ ′ = v′.

Îòêóäà íàõîäèì

ξ′2 + η′2 + ζ ′2 = (w′ + u)2 + 2Ru′ − 2Rw + (u′ − w)2 + v′2 + R2 = R2

èëè

(w′ + u)2 + 2Ru′ − 2Rw + (u′ − w)2 + v′2 = 0. (3.64)

Ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè îñè êîëüöà. Â ëèíåéíîì

ïðèáëèæåíèè óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè ïðèìåò âèä u′ = w, ÷òî ñîâïàäàåò ñ òðå-

òüèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (3.58).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëüöî íàãðóæåíî öåíòðàëüíûìè ñèëàìè P , ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåëåííûìè ïî êîëüöó. Â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòà âíåøíèõ ñèë ìîæåò áûòü

âû÷èñëåíà ïî �îðìóëå

W = −PR
∫ 2π

0

(√
ξ2 + η2 + ζ2 − R

)
dϑ. (3.65)

Îáîçíà÷èì ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ

ρ =
√
ξ2 + η2 + ζ2 − R =

√
(w −R)2 + u2 + v2 − R =

= R

√
1 +

w2

R2
− 2w

R
+
u2

R2
+
v2

R2
− R.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ φ(t) è, ðàçëàãàÿ åå â ðÿä Òåéëîðà ñ òî÷íîñòüþ

äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷èì

φ(t) =
√
1 + t ≈ φ(0) + φ

′

(0)t+
1

2
φ

′′

(0)t2 = 1 +
1

2
t− 1

4
t2,

ãäå

t =
w2

R2
− 2w

R
+
u2

R2
+
v2

R2
.

Òîãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ïðèìåò âèä

ρ = R(1 + 1/2t− 1/4t2)− R =
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=
R

2

(
w2

R2
− 2w

R
+
u2

R2
+
v2

R2

)
− R

4

(
w2

R2
− 2w

R
+
u2

R2
+
v2

R2

)2

.

Îñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå òîëüêî êâàäðàòè÷íûå ñëàãàåìûå, ïîëó÷èì

ρ = −w +
u2

2R
+
v2

2R
− w2

2R
.

Äàëåå èç (3.64)

2Rw = (w′ + u)2 + 2Ru′ + (u′ − w)2 + v′2,

ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè u′ = w

2Rw = (w′ + u)2 + 2Ru′ + v′2 = w′2 + 2w′u+ u2 + 2Ru′ + v′2.

Èíòåãðèðóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ïåðåìåùå-

íèé w(2π)− w(0) = 0 è u(2π)− u(0) = 0, íàõîäèì

2R

∫ 2π

0

wdϑ = 2R

∫ 2π

0

u′dϑ+

∫ 2π

0

v′2dϑ+

∫ 2π

0

w′2dϑ+

+2

∫ 2π

0

w′u2dϑ+

∫ 2π

0

u2dϑ

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

2

∫ 2π

0

w′udϑ = 2uw

∣∣∣∣
2π

0

−2

∫ 2π

0

wu′dϑ = −2

∫ 2π

0

w2dϑ,

∫ 2π

0

u′dϑ = u

∣∣∣∣
2π

0

= 0,

èìååì

2R

∫ 2π

0

wdϑ =

∫ 2π

0

v′2dϑ+

∫ 2π

0

w′2dϑ− 2

∫ 2π

0

w2dϑ+

∫ 2π

0

u2dϑ.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî �îðìóëà (3.65) ïðèìåò âèä

W = −PR
∫ 2π

0

ρdϑ = PR
(
−
∫ 2π

0

wdϑ+
1

2R

∫ 2π

0

u2dϑ+
1

2R

∫ 2π

0

v2dϑ−

− 1

2R

∫ 2π

0

2w2dϑ
)
= PR

(
− 1

2R

∫ 2π

0

v′2dϑ− 1

2R

∫ 2π

0

w′2dϑ+ (3.66)
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+
1

R

∫ 2π

0

w2dϑ− 1

2R

∫ 2π

0

u2dϑ+
1

2R

∫ 2π

0

u2dϑ+
1

2R

∫ 2π

0

v2dϑ
)
=

= PR
(
− 1

2R

∫ 2π

0

v′2dϑ− 1

2R

∫ 2π

0

w′2dϑ+
1

R

∫ 2π

0

w2dϑ+
1

2R

∫ 2π

0

v2dϑ
)
.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ðàáîòû âíåøíèõ ñèë â êâàäðàòè÷íîì

ïðèáëèæåíèè

W = −P
2

∫ 2π

0

(2w2 − w′2 − v′2 + v2)dϑ. (3.67)

Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà-

÷åíèå. Ïðè ðàñ÷åòå íà óñòîé÷èâîñòü êîëüöà òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà-

÷åíèå ñèëû P, ïðè êîòîðîé âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à

J =
1

2

∫ 2π

0

(
B

R3
(w′′ + u′)2 +

A

R
(γ − 1

R
v′′)2 +

C

R
(γ ′ +

1

R
v′)2
)
dϑ−

−P
2

∫ 2π

0

(w′2 − 2w2 + v′2 − v2)dϑ→ min
u,v,w,γ

(3.68)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ �óíêöèî-

íàëà (3.68) ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû

B

R3
(wIV + 2w′′ + w) + P (w′′ + 2w) = 0. (3.69)





A

R3
v(4) +

C

R3
v′′ +

C + A

R2
γ ′′ − P (v′′ − v) = 0,

A+ C

R
v′′ + Cγ ′′ −Aγ = 0.

(3.70)

Óðàâíåíèå (3.69) îïèñûâàåò ïëîñêóþ äå�îðìàöèþ êîëüöà. Äëÿ âûâîäà �îð-

ìóëû âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè â [47℄ ïðåäñòàâëÿþò ïåðèîäè÷åñêóþ

�óíêöèþ v â âèäå ðÿäà

u =
n∑

k=0

ak sin(kϑ+ φ)

è, ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (3.69), ïîëó÷àþò

B

R3
(k4 − 2k2 + 1)− P (k2 − 2) = 0.
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Îòêóäà

P =
B

R3

(k2 − 1)2

(k2 − 2)
.

Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà â ñëó÷àå k = 2 ðàâíà

P1 =
4.5B

R3
. (3.71)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.70) ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííîé �îðìå ïîòåðè

óñòîé÷èâîñòè êîëüöà. Ïðåäñòàâèâ �óíêöèè v è γ â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêî-

ãî ðÿäà è âû÷èñëèâ èõ ïðîèçâîäíûå

v =

n∑

k=0

ak(sin kϑ+ φ), v′′ = −
n∑

k=0

akk
2 sin(kϑ+ φ),

v(4) =

n∑

k=0

akk
4 sin(kϑ+ φ),

γ =
m∑

n=0

bn sin(nϑ+ φ), γ ′′ = −
m∑

n=0

bnn
2 sin(nϑ+ φ),

ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû P :




− A

R3
akk

4 − C

R3
k2ak −

C + A

R2
k2bk + P (k2ak − ak) = 0,

A+ C

R
k2ak + Ck2bk + Abk = 0.

(3.72)

Â äàííîì ñëó÷àå êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé [47℄

P2 =
k2(k2 − 1)AC

R3(k2C + A)
. (3.73)

Â ñëó÷àå k = 2

P2 =
12AC

R3(4C + A)
. (3.74)

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàåì, ÷òî ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êîëüöà åñòü ïðÿìîóãîëüíèê,

îäíà ñòîðîíà êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè êîëüöà, åå äëèíó îáîçíà÷èì

÷åðåç a, äðóãàÿ ñòîðîíà ïàðàëëåëüíà ýòîé ïëîñêîñòè, åå äëèíó îáîçíà÷èì b.

Òîãäà

B =
ab3

12
E, A =

a3b

12
E.

Æåñòêîñòü íà êðó÷åíèå ìîæíî íàéòè â ñïðàâî÷íèêå [59℄. Çàìåòèì, ÷òî ïðè

ìàëûõ b êðèòè÷åñêàÿ ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ (3.71) (ïëîñêàÿ �îðìà ïîòåðè óñòîé-

÷èâîñòè), åñëè æå a ìàëî, òî íàîáîðîò, P2 < P1 � íåïëîñêàÿ äå�îðìàöèÿ êîëüöà.
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3.3.1 Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè êîëüöà ñ

îäíîñòîðîííèì ïîäêðåïëåíèåì â ñëó÷àå öåíòðàëüíûõ ñèë

�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ïëîñêîé äå�îðìàöèè. Òîãäà çàäà÷à ñ îäíîñòî-

ðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïåðåìåùåíèÿ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê âàðèàöèîííîé

ïðîáëåìå

J̃ =
B

2R3

∫ 2π

0

(w′′ + w)2dϑ→ min (3.75)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

J1 =
1

2

∫ 2π

0

(w′2 − 2w2)dϑ = 1, (3.76)

w ≤ 0. (3.77)

Êàê è â [66℄, [68℄ íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (3.75) � (3.77) ìîæíî

P

Q0

w < 0

w = 0

v

w

 

�èñ. 3.4: Êîëüöî, ïîäêðåïëåííîå íèòÿìè, íåâîñïðèíèìàþùèìè óñèëèÿ, ïîä äåé-

ñòâèåì öåíòðàëüíûõ ñèë.

èñêàòü ñðåäè �óíêöèé ñòðîãî îòðèöàòåëüíûõ íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå [0, ϑ0] è

ðàâíûõ íóëþ, åñëè ϑ /∈ [0, ϑ0]. Íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå [0, ϑ0] �óíêöèÿ w(ϑ)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà (3.69), ãäå P � ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëü

Ëàãðàíæà. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (3.69) èìååò âèä

w = A1 sin α̃ϑ+ A2 cos α̃ϑ+ A3 sin β̃ϑ+ A4 cos β̃ϑ, (3.78)

ãäå

α =

√
2 + k2 −

√
k4 − 4k2

2
, β =

√
2 + k2 +

√
k4 − 4k2

2
, k2 =

PR3

B
.
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Ôóíêöèÿ w(ϑ) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

w(0) = w(ϑ0) = 0, w′(0) = w′(ϑ0) = 0. (3.79)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.78) â (3.79), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé





A2 +A4 = 0,

α̃A1 + β̃A3 = 0,

A1 sin α̃ϑ0 + A2 cos α̃ϑ0 + A3 sin β̃ϑ0 +A4 cos β̃ϑ0,

A1α̃ cos α̃ϑ0 − A2α̃ sin α̃ϑ0 + A3β̃ cos β̃ϑ0 −A4β̃ sin β̃ϑ0.

(3.80)

Íåèçâåñòíûìè â ñèñòåìå (3.80) áóäóò êîý��èöèåíòû A1, A2, A3, A4. Âûðàæàÿ

èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ïîñëåäíåé ñèñòåìû A1, A4, ïîëó÷èì íîâóþ ñèñòåìó

{
A3(− β̃

α̃ sin α̃ϑ0 + sin β̃ϑ0) +A2(cos α̃ϑ0 − cos β̃ϑ0) = 0,

A3(β̃ cos β̃ϑ0 − α̃ sin α̃ϑ0) + A2(β̃ sin β̃ϑ0 − α̃ sin α̃ϑ0) = 0.
(3.81)

Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (3.81) èìååò âèä

d = (sin β̃ϑ0 −
β̃

α̃
sin α̃ϑ0)(β̃ sin β̃ϑ0 − α̃ sin α̃ϑ0)−

−(cos α̃ϑ0 − cos β̃ϑ0)(β̃ cos β̃ϑ0 − α̃ sin α̃ϑ0). (3.82)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3.69),

(3.79), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

d = d(k;ϑ0) = 0. (3.83)

Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.81) ïðè k = k1 èëè k = k2 (k1, k2 � êîðíè

óðàâíåíèÿ (3.83)) íàõîäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì, ïîëàãàÿ A3 = 1, íàõîäèì

A2 =
sin(α̃k)− sin(β̃k)

cos(α̃k)− cos(β̃k)
.

�ðà�èêè �óíêöèè ∆(k) ïðèâåäåíû íà ðèñ.3.5 (ñëåâà) ïðè ϑ0 = 3π
4 , ïðè

ϑ0 =
3π
4.3 (ñïðàâà). Ïåðâûå äâà êîðíÿ óðàâíåíèÿ (3.83) ïðèâåäåíû â òàáë.2.
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�èñ. 3.5: �ðà�èê îïðåäåëèòåëÿ d(k) ïðè ϑ0 =
3π
4 (ñëåâà); ïðè ϑ0 =

3π
4.3(ñïðàâà).

�èñ. 3.6: Ôîðìà ïðîãèáà w(ϑ) ïðè ϑ0 =
2π
3
, k = k1 (ñëåâà); �îðìà ïðîãèáà w(ϑ)

ïðè ϑ0 =
2π
3 , k = k2 (ñïðàâà).

�èñ. 3.7: Ôîðìà ïðîãèáà w(ϑ) ïðè ϑ0 =
3π
4 , k = k1 (ñëåâà); �îðìà ïðîãèáà w(ϑ)

ïðè ϑ0 =
3π
4
, k = k2 (ñïðàâà).

�èñ. 3.8: �ðà�èê w′(ϑ) ïðè ϑ0 =
3π
4 (ñëåâà); ãðà�èê w′(ϑ) ïðè ϑ0 =

3π
4.3 (ñïðàâà).
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�èñ. 3.9: Ôîðìà ïðîãèáà w(ϑ) ïðè ϑ0 =
3π
4.3, k = k1 = k2 (ñëåâà); ãðà�èê w

′′(ϑ)

ïðè ϑ0 =
3π
4.3

(ñïðàâà).

Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà k

ϑ0 k1 k2
2π

3
4.3154 4.4849

3π

4
4.0463 4.3099

3π

4.3
4.3132 4.3132

Íà ðèñ.3.6 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ïðîãèáîâ w(ϑ) ïðè ϑ0 =
2π
3 è ðàçíûõ çíà-

÷åíèÿõ k. Íà ðèñ.3.7 � ãðà�èêè ïðîãèáîâ w(ϑ) ïðè ϑ = 3π
4 . Íà ðèñ.3.8 (ñëåâà)

ïðèâåäåí ãðà�èê w′(ϑ) ïðè k = k2 è ϑ0 = 3π
4 , ñïðàâà ïðèâåäåí ãðà�èê ïåð-

âîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè w(ϑ) ïðè k = k1 = k2 ϑ0 = 3π
4.3. Íà ðèñ.3.9 ñëåâà

ïðåäñòàâëåí ãðà�èê w(ϑ) ïðè k = k1 = k2 è ϑ0 =
3π
4.3
, ñïðàâà � ãðà�èê âòîðîé

ïðîèçâîäíîé ïðè òåõ æå ïàðàìåòðàõ. Ïðè k = k1 äëÿ ϑ0 = 3π
4 ïðîãèá w(ϑ)

ìåíÿåò çíàê (ðèñ.3.7 (ñëåâà)), ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíèå (3.77) íå âûïîëíÿåò-

ñÿ. Ïîäõîäÿùèì (ò.å. óäîâëåâîðÿþùèì îäíîñòîðîííèì îãðàíè÷åíèÿì) ÿâëÿåòñÿ

âòîðîé êîðåíü k = k2 ïðè ϑ0 <
3π
4 (ðèñ.3.7 (ñïðàâà)). Èç ãðà�èêà ïðîèçâîäíîé

w′(ϑ) (ðèñ.3.8 (ñëåâà)) ïðè ϑ0 =
3π
4
ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü íà èíòåðâàëå

[a, b] ðîâíî òðè ðàçà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñàìà �óíêöèÿ w(ϑ) íà ýòîì èíòåðâà-

ëå èìååò òðè òî÷êè ýêñòðåìóìà, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ ìåíÿåò çíàê íà

ýòîì èíòåðâàëå (ðèñ.3.7 (ñïðàâà)). Åñëè ϑ0 = 3π
4.3, òî êîðíè óðàâíåíèÿ (3.83)

áóäóò êðàòíûìè, ò.å. k1 = k2 (ðèñ.3.5 (ñïðàâà)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷åì áîëüøå

ϑ0, òåì ìåíüøå çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà k. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå

áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà êðèòè÷åñêîé ñèëû ïðè íàëè÷èè îäíîñòîðîííèõ îãðà-
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íè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ (3.77) áóäåò ðàâíî

k2 = k21 = k22 =
PR3

B
= 18.6044. (3.84)

Èç ðèñ.3.9 âèäíî, ÷òî ïðè ϑ = 0 è ϑ = ϑ0 w(ϑ) = 0, w′(ϑ) = 0 è w′′(ϑ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ϑ0 îáðàùàåòñÿ â íîëü íå òîëüêî

�óíêöèÿ w(ϑ) è åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ, íî è åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Â ñëó÷àå ïëîñêîé äå�îðìàöèè ïðè àïïðîêñèìàöèè ñïëàéíàìè ïðîãèáà w(ϑ)

ïðè m = 72 ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (3.89)

� (3.91) ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà

P̃ =
PR3

B
= 18.5854.

Ñðàâíèâàÿ ýòî çíà÷åíèå ñ (3.84), íàõîäèì, ÷òî òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è ðàâíà

18.6044− 18.5854

18.6044
= 0.00102 = 0.1%

Îòíîøåíèå

P̃

P1
=

18.5854

4.5
= 4.1301.

À èç �îðìóëû (3.84)
18.6044

4.5
= 4.1343. Òàêèì îáðàçîì, ïîäêðåïëåíèå íèòÿìè

óâåëè÷èâàåò êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó êîëüöà â 4.13 ðàçà.

Ñëó÷àé íåïëîñêîé äå�îðìàöèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëüöî ïîäêðåïëåíî íåðàñòÿæèìûìè íèòÿìè, êîòîðûå

íå äåðæàò ñæèìàþùèõ óñèëèé [2℄. Îäèí êîíåö íèòè ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíî-

ìó öåíòðó êîëüöà, äðóãîé � ê òî÷êàì êîëüöà ñ êîîðäèíàòàìè x0 = 0, y0 =

±a, z0 = 0. Â ðåçóëüòàòå äå�îðìàöèè âåêòîð (0,±a, 0) ïåðåõîäèò â âåêòîð

(±aγ+u,±a+v, aα+w) â ñèñòåìå êîîðäèíàò (X0, Y0, Z0). Â ýòîé ñèñòåìå öåíòð

êîëüöà èìååò êîîðäèíàòû (R, 0, 0). Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïðèêðåï-

ëåíèÿ íèòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

ρ∗ =
√

(±aγ + u−R)2 + (a+ v)2 + (aα + w)2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ =
√
R2 + a2 � ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðîì êîëüöà è òî÷êîé

ñ êîîðäèíàòàìè (0,±a, 0). Òàê êàê íèòè íåðàñòÿæèìû, òî äîëæíî áûòü âûïîë-
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íåíî íåðàâåíñòâî

ϕ(u, v, w, γ) = ρ∗ − ρ 6 0. (3.85)

Ââåäåì âåêòîð íåèçâåñòíûõ g = (u, v, w, γ). Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

ϕ(g) ≈ ϕ(0) +
(∂ϕ(0)

∂g
, g
)
=

= − 2R√
R2 + a2

u± a

R2 + a2
v ± aR√

R2 + a2
γ.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåííûå u, v, w è óãîë ïîâîðîòà γ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü

íåðàâåíñòâàì

−2Ru± av ± aRγ 6 0. (3.86)

Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ (3.86) íå ñîäåðæàò �óíêöèè u(ϑ). �åøåíèå çàäà÷è

óñòîé÷èâîñòè ïîäêðåïëåííîãî êîëüöà ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê çàäà÷å èçîïåðèìåò-

ðè÷åñêîãî òèïà

J̃ =
1

2

∫ 2π

0

(
B

R3
(w′′ + w)2 +

A

R
(γ − 1

R
v′′)2 +

C

R
(γ ′ +

1

R
v′)2
)
dϑ→ min

w,v,γ
(3.87)

ïðè îãðàíè÷åíèè

J̃1 = −1

2

∫ 2π

0

(w′2 − 2w2 + v′2 − v2)dϑ = 1, (3.88)

ïðè÷åì �óíêöèè w, v è óãîë ïîâîðîòà γ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì

(3.86).

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷è (3.87), (3.88), (3.86) áóäåì àïïðîêñèìèðî-

âàòü èñêîìûå �óíêöèè ïåðèîäè÷åñêèìè èíòåðïîëÿöèîííûìè ñïëàéíàìè [29℄.

Ïóñòü ϑi = ih, i ∈ 0 : m, h = 2π
m ,

zi = w(ϑi), zi+m = v(ϑi), ..., zi+2m = γ(ϑi),

z = (z1, z2, .., zm, zm+1, .., z2m, z2m+1, .., z3m).

sw(w;ϑ), sv(v;ϑ), sγ(γ;ϑ) � èíòåðïîëÿöèîííûå êóáè÷åñêèå ñïëàéíû äëÿ �óíê-

öèé w, v è γ:

sw(w;ϑi) = wi, sv(v;ϑi) = vi, sγ(γ;ϑi) = γi,
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ïðè÷åì èç óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè ñëåäóþò ðàâåíñòâà

w0 = wm, v0 = vm, γ0 = γm.

Ïîäñòàâëÿÿ ñïëàéíû â �óíêöèîíàëû (3.87), (3.88), ïîëó÷àåì äâå êâàäðàòè÷íûå

�îðìû:

f(z) = J̃(sw, sv, sγ) =
1

2
(Gz, z),

g(z) = J̃1(sw, sv, sγ) =
1

2
(Qz, z),

ãäå G, Q � êâàäðàòíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà n. Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî çàäà÷è

(3.87), (3.88), (3.86) ïîëó÷àåì çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

f(z) =
1

2
(Gz, z) → min (3.89)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

g(z) =
1

2
(Qz, z) = 1, (3.90)

−2Rzi +
a

2
zi+m +

a

2
Rzi+2m 6 0,

−2Rzi −
a

2
zi+m − a

2
Rzi+2m 6 0.

Ïîñëåäíèå îãðàíè÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, çàïèøåì èõ â âèäå

(ηk, z) 6 0, k ∈ 1 : 2m. (3.91)

Äëÿ ïîèñêà ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä, îïèñàííûé �îðìóëàìè (2.15)

� (2.18). Â ñëó÷àå íåïëîñêîé äå�îðìàöèè çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè çà-

âèñèò îò îòíîøåíèÿ ðàçìåðîâ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîëüöà è åãî ðàäèóñà R.

�åçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè m = 30 ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.

Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñèë â íåïëîñêîì ñëó÷àå

a b R P1 P2 P̃ P̃ /P1 P̃ /P2

1 1 10 0.188 0.375 0.189 1.008 0.504

1.5 1.5 10 0.9557 1.890 0.961 1.005 0.506

1.5 0.5 10 0.349 0.070 0.289 0.827 4.115

1.5 1.0 5 5.091 4.501 5.169 1.011 4.141

2.5 1.0 5 23.302 7.502 23.598 1.023 3.221

3.25 1.0 5 51.801 9.750 43.799 0.846 4.492
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Êàê âèäíî èç òàáë.3, ïðè a/b > 1 â ðåçóëüòàòå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðîèñ-

õîäèò ïëîñêàÿ äå�îðìàöèÿ êîëüöà. Â ýòîì ñëó÷àå îòíîøåíèå êðèòè÷åñêîé íà-

ãðóçêè ïîäêðåïëåííîãî êîëüöà ê íàãðóçêå äëÿ êîëüöà áåç ïîäêðåïëåíèÿ ðàâíî

4.13. Åñëè æå a ≤ b, òî êîëüöî òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå ïðîñòðàíñòâåí-

íîé äå�îðìàöèè, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì (3.70), è êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà íå

çàâèñèò îò ïîäêðåïëåíèÿ.

3.3.2 Ñëó÷àé âíåøíåãî íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ

Âû÷èñëèì ðàáîòó âíåøíèõ ñèë. Ïóñòü s � äëèíà äóãè êîëüöà, k(s) � êðèâèç-

íà äóãè, x(s), y(s) � êîîðäèíàòû òî÷åê êîëüöà, ds = Rdϑ, ãäå R � ðàäèóñ êîëüöà

â íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Èç äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè èçâåñòíî





x′s(s) = cosϕ(s),

y′s(s) = sinϕ(s),

k(s) = ϕ′
s(s).

(3.92)

Ââåäåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò x(ϑ), y(ϑ), òàêóþ, ÷òî ïðîãèá è òàí-

ãåíöèàëüíîå ïåðåìåùåíèå òî÷åê êîëüöà ñâÿçàíû �îðìóëàìè:

{
x(ϑ) = (R+ w(ϑ)) cosϑ− v(ϑ) sinϑ,

y(ϑ) = (R+ w(ϑ)) sinϑ+ v(ϑ) cosϑ.
(3.93)

Äè��åðåíöèðóÿ ðàâåíñòâà (3.93), ïîëó÷àåì:

{
x′ = (w′ − v) cosϑ− (R+ w + v′) sinϑ,

y′ = (w′ − v) sinϑ+ (R+ w + v′) cosϑ,
(3.94)

{
x′′ = (w′′ − 2v′ − w − R) cosϑ− (2w′ − v + v′′) sinϑ,

y′′ = (w′′ − 2v′ − w −R) sinϑ+ (2w′ − v + v′′) cosϑ.
(3.95)

Èçâåñòíî, ÷òî êðèâèçíà óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

k2(ϑ) =
1

R4
(x′′2 + y′′2).

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (3.95), ïîëó÷àåì:

k2(ϑ) =
1

R4
(w′′ − 2v′ − w − R)2 + (2w′ + v′′ − v)2.
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Èçìåíåíèå êðèâèçíû êîëüöà áóäåò ðàâíî k(s)−1/R, à óïðóãàÿ ýíåðãèÿ êîëü-

öà âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:

U =
B

2

∫ 2πR

0

(
k(s)− 1

R

)2

ds =

=
B

2R

∫ 2π

0



√(

w′′

R
− 2v′

R
− w

R
− 1

)2

+

(
2w′

R
− v

R
+
v′′

R

)2

− 1




2

dϑ.

Çäåñü Â � æåñòêîñòü íà èçãèá â ïëîñêîñòè êîëüöà. Óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè îñè

êîëüöà x′2 + y′2 = R2
ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ïðèíèìàåò âèä:

(w′ − v)2 + (R+ w + v′)2 = R2.

Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî:

(w′ − v)2 + 2Rw + 2Rv′ + (w + v′)2 = 0 (3.96)

è ïðîèíòåãðèðóåì åãî, ó÷èòûâàÿ ïåðèîäè÷íîñòü v(ϑ),

∫ 2π

0

v′dϑ = v(2π)− v(0) = 0.

Ïîëó÷àåì

2R

∫ 2π

0

wdϑ = −
∫ 2π

0

[
(w′ − v)2 + (w + v′)2

]
dϑ. (3.97)

Îòáðàñûâàÿ â (3.96) íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå, â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ìîæ-

íî çàïèñàòü

v′ = −w. (3.98)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ýéëåðà�Áåðíóëëè, ðàáîòà âíåøíèõ (ãèäðîñòàòè-

÷åñêèõ) ñèë áóäåò ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñèëû íà ðàçíîñòü ïëîùàäåé êîëüöà â

äå�îðìèðîâàííîì è íåäå�îðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèÿõ:

U1 = P

[
1

2

∫ 2π

0

(xy′s − yx′s)ds− πR2

]
.

Èñïîëüçóÿ (3.93) � (3.95), âû÷èñëèì

xy′s − yx′s =
1

R
[R2 + w2 + v2 + 2Rw +Rv′ + wv′ − w′v]. (3.99)
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Ó÷èòûâàÿ (3.97), íàõîäèì
∫ 2πR

0

xy′s − yx′sds = 2πR2 +

∫ 2π

0

[w′(v − w′)− v′(w + v′)] dϑ.

Èñïîëüçóÿ â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè óñëîâèå (3.98), äëÿ ðàáîòû âíåøíèõ ñèë

ïîëó÷àåì �îðìóëó:

U1 = −P
2

∫ 2π

0

w′(v − w′)dϑ. (3.100)

Äàëåå, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (3.98), èìååì:


√(

w′′

R
− 2v′

R
− w

R
− 1

)2

+

(
2w′

R
− v

R
+
v′′

R

)2

− 1




2

=

=

(√
1 +

1

R2
(w′′ + w)2 − 2

R
(w′′ + w) +

1

R2
(w′ − v)2 − 1

)2

≈

≈
(

1

2R2
(w′′ + w)2 − 1

R
(w′′ + w) +

1

2R2
(w′ − v)2

)2

≈

≈ 1

R2
(w′′ + w)2.

Ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà äëÿ èçìåíåíèÿ êðèâèçíû äå�îðìàöèè êîëüöà â ïëîñêîì

ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ ðàííåå âûïèñàííîé (3.61). Òàêèì îáðàçîì, â êâàäðàòè÷íîì

ïðèáëèæåíèè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êîëüöà, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèë íîð-

ìàëüíîãî äàâëåíèÿ, âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå:

J(w) =
B

2R3

∫ 2π

0

(w′′ + w)2dϑ+ U1, (3.101)

ãäå ðàáîòà âíåøíèõ ñèë, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà

∫ 2π

0

w′vdϑ = −
∫ 2π

0

v′wdϑ =

∫ 2π

0

w2dϑ,

èìååò âèä

U1 = −P
2

∫ 2π

0

(w′2 − w2)dϑ.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ïîäêðåïëåííûõ êîëåö, íàõîäÿùèõñÿ ïîä

äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî âíåøíåãî äàâëåíèÿ, ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ òàêèõ çíà-

÷åíèé ñèëû P, ïðè êîòîðûõ âàðèàöèîííàÿ ïðîáëåìà

J(w) =
B

2R3

∫ 2π

0

(w′′ + w)2dϑ− P

2

∫ 2π

0

(w′2 − w2)dϑ→ min
w

(3.102)
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èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïåðèîäè÷íîñòè è îãðà-

íè÷åíèÿõ

w(ϑ) ≤ 0. (3.103)

Âûïèøåì óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ �óíêöèîíàëà (3.102):

wIV + (2 + k2)w′′ + (1 + k2)w = 0, (3.104)

ãäå k2 = PR3

B . Ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

λ4 + (2 + k2)λ2 + (1 + k2) = 0

èìååò ðåøåíèå

λ1,2 = ±i; λ3,4 = ±
√
1 + k2i.

Òîãäà �óíêöèÿ ïðîãèáà ïðåäñòàâèìà â âèäå

w = A1 sinϑ+ A2 cosϑ+A3 sinαϑ+ A4 cosαϑ, (3.105)

ãäå α =
√
1 + k2.

Äîïóñòèì, ÷òî íà èíòåðâàëàõ lj = [βj, βj+1]

w(ϑ) < 0, ϑ ∈ m∪
j=1
lj è w(ϑ) ≡ 0, ϑ 6∈ m∪

j=1
lj.

{
w(βj) = w(βj+1) = 0,

w
′

(βj) = w
′

(βj+1) = 0.
(3.106)

ßñíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà óñòîé÷èâîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî

îäèí èíòåðâàë (m = 1) è ìîæíî ñ÷èòàòü β1 = 0. Îáîçíà÷èì β2 = β. Çà�èêñè-

ðóåì íåêîòîðûé óãîë β > 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

w(ϑ) < 0, ϑ ∈ (0, β) è w(ϑ) ≡ 0, ϑ ∈ (β, 2π).

Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ w′(ϑ) äîëæíà áûòü íåïðåðûâíîé ïðè ϑ ∈ (0, 2π), òîãäà

�óíêöèÿ w óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

w(0) = 0, w′(0) = 0, w(β) = 0, w′(β) = 0. (3.107)
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Ïîäñòàâëÿÿ (3.105) â (3.107), ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé





A2 + A4 = 0,

A1 + αA3 = 0,

A1 sinβ +A2 cosβ +A3 sin(αβ) +A4 cos(αβ) = 0,

A1 cosβ −A2 sinβ + αA3 cos(αβ)− αA4 sin(αβ) = 0.

(3.108)

Ïîñëå óïðîùåíèÿ, èìååì

{
A3(sin(αβ)− α sin β) + A4(cos(αβ)− cosβ) = 0,

A3(α cos(αβ)− α cos β) +A4(sinβ − α sin(αβ)) = 0.
(3.109)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.109) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, åñëè åå îïðåäåëèòåëü

ðàâåí íóëþ, òî åñòü

d(α) = −2α cos(αβ) cosβ + 2α− sin(αβ) sinβ − α2 sin(αβ) sinβ = 0. (3.110)

�åøàÿ óðàâíåíèå (3.110) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé α, ïîëó÷èì �óíêöèþ

α = α(β). Ïðè çàäàííîì β óðàâíåíèå (3.110) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé.

Î÷åâèäíî, ÷òî α = 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ ïðè ëþáîì β. Çàìåòèì, ÷òî

α = 1 ñîîòâåòñòâóåò ñèëà P , ðàâíàÿ íóëþ. Äàëåå, íàõîäèì �îðìó ïðîãèáà ïî

�îðìóëàì (3.105). Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî �îðìóëà (3.105) ïðè α = 1 äàåò

ïåðåìåùåíèå êîëüöà êàê æåñòêîãî öåëîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, íàäî íàõîäèòü ìè-

íèìàëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (3.110), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ α > 1. Òàêæå

íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå çíàêîâûõ îãðàíè÷åíèé (3.103). ×åì áîëüøå óãîë β, òåì

ìåíüøå k2, à çíà÷èò è ñèëà P . Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà P â çàâèñè-

ìîñòè îò çíà÷åíèé óãëà β ïðèâåäåíû â òàáëèöå 4.

Òàáëèöà 4. Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà α

â çàâèñèìîñòè îò óãëà β

β π

4

π

2

3π

4
π 5π

4

α 4.9801 4.2915 3.2136 3 2.4841

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïðè β > π ïîêàçàëè, ÷òî ñîáñòâåííàÿ �óíêöèÿ w

áóäåò ìåíÿòü çíàê íà èíòåðâàëå (0, β), òî åñòü îãðàíè÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè

íà �óíêöèþ w íå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ.
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�èñ. 3.10: �ðà�èê îïðåäåëèòåëÿ d(k) ïðè β = 1.25π(ñëåâà); �îðìà ïðîãèáà w

ïðè β = π(ñïðàâà).

�èñ. 3.11: Ôîðìà ïðîãèáà w ïðè β = 1.25π, α = 2.4841 (ñëåâà); �îðìà ïðîãèáà

w ïðè β = 1.25π, α = 2.8413(ñïðàâà).

�ðà�èê �óíêöèè d(α) ïðè β = 5π
4 ïðèâåäåí íà ðèñ.3.10 ñëåâà. Óðàâíå-

íèå d(α) = 0 èìååò, â äàííîì ñëó÷àå, äâà êîðíÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ìåíüøå

3: α1 = 2.4841 è α2 = 2.8413. �ðà�èêè ñîáñòâåííîé �óíêöèè w(ϑ) óðàâíå-

íèÿ (3.104) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (3.110) ïðèâåäåíû íà ðèñ.3.11 ñëåâà � ïðè

α1 = 2.4841, ñïðàâà � ïðè α2 = 2.8413. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ w(ϑ) ìåíÿåò çíàê íà

èíòåðâàëå [0..β], òî åñòü îãðàíè÷åíèå (3.103) íå âûïîëíÿåòñÿ. Çíàêîâûå îãðà-

íè÷åíèÿ íà ñîáñòâåííóþ �óíêöèþ áóäóò âûïîëíåíû, åñëè β ∈ (0, π]. ßñíî, ÷òî

ìèíèìàëüíîé êðèòè÷åñêîé ñèëå ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà α = 3 ïðè

β = π. Â ýòîì ñëó÷àå, êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå äëÿ ïîäêðåïëåííîãî êîëüöà ðàâíî

P =
8B

R3
.

Äëÿ íåïîäêðåïëåííîãî êîëüöà

P =
3B

R3
.
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�èñ. 3.12: Ôîðìà ðàâíîâåñèÿ êîëüöà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî íîðìàëüíîãî äàâ-

ëåíèÿ (ñëåâà); �îðìà ðàâíîâåñèÿ êîëüöà, ïîäêðåïëåííîãî óïðóãèìè íèòÿìè

(ñïðàâà).

�ðà�èê �óíêöèè ïðîãèáà ïðè β = π è α = 3 ïðèâåäåíû íà ðèñ.3.10 ñïðàâà. �àç-

ëè÷èå �îðì ðàâíîâåñèÿ êîëüöà ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ.3.12: ñëåâà � êîëüöî

áåç ïîääåðæèâàþùèõ íèòåé, ñïðàâà � ñ íåðàñòÿæèìûìè íèòÿìè.

3.3.3 Çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè êðóãîâîãî êîëüöà, ïîäêðåïëåííîãî

íèòÿìè, ðàñïîëîæåííûìè ïî ñòîðîíàì ïðàâèëüíîãî

m−óãîëüíèêà

Â ïàðàãðà�å ðàññìîòðåíû äâà âèäà ïîäêðåïëåíèÿ: öåíòðàëüíûå íèòè è íèòè,

ðàñïîëîæåííûå ïî ñòîðîíàì ïðàâèëüíîãî m−óãîëüíèêà.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

�àññìîòðèì çàäà÷ó óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî êîëüöà ðàäèóñà R, íàãðóæåííî-

ãî âíåøíèì äàâëåíèåì P , è ïîäêðåïëåííîãî óïðóãèìè íèòÿìè, êîòîðûå íå âîñ-

ïðèíèìàþò ñæèìàþùèõ óñèëèé. Ïóñòü ϑ � öåíòðàëüíûé óãîë, x(ϑ) = R cosϑ,

y(ϑ) = R sinϑ � êîîðäèíàòû òî÷åê êîëüöà. Ââåäåì ñèñòåìó åäèíè÷íûõ îðòîâ

(i, j), îðò j � åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíîé, îðò i � åäèíè÷íûé âåêòîð, íà-

ïðàâëåííûé â ñòîðîíó âíåøíåé íîðìàëè. �àññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïëîñêîé äå-

�îðìàöèè êîëüöà, òîãäà âåêòîð ïåðåìåùåíèé èìååò âèä

η = w(ϑ)i+ v(ϑ)j,

w(ϑ) � ïðîãèá, v(ϑ) � êàñàòåëüíîå ïåðåìåùåíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëüöî ïîäêðåïëåíî íèòÿìè îäíîñòîðîííåãî äåéñòâèÿ.
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Íèòè ÿâëÿþòñÿ íåðàñòÿæèìûìè è íå âîñïðèíèìàþò ñæèìàþùèõ óñèëèé.

�àññìàòðèâàþòñÿ äâà âèäà ïîäêðåïëåíèÿ: â ïåðâîì ñëó÷àå îäèí êîíåö íèòè

ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîìó öåíòðó êîëüöà, à äðóãîé � ê íåêîòîðîé åãî òî÷êå,

ϑ = ϑi � ñîîòâåòñòâóþùèé óãîë, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè

ïðèêðåïëåíèÿ íèòåé íå ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ. Ýòî ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèÿì íà

ïåðåìåùåíèÿ

w(ϑj) ≤ 0, j ∈M1 = [1..m1], (3.111)

ãäåm1 � êîëè÷åñòâî òàêèõ íèòåé. Âî âòîðîì ñëó÷àå îäèí êîíåö íèòè ïðèêðåïëåí

ê òî÷êå êîëüöà, ñîîòâåòñòâóþùåé óãëó ϑ1 = ε1j , à âòîðîé � ê óãëó ϑ2 = ε2j,

òàêèì îáðàçîì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðîì êîëüöà è òî÷êîé ïðèêðåïëåíèÿ

íèòè íå ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ. Ïóñòü

αj = ε2j − ε1j,

ρj = 2R sin
αj

2 � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïðèêðåïëåíèÿ íèòåé äî äå�îðìà-

öèè. Îáîçíà÷èì

ξ1 = w(ε1j), ξ2 = w(ε2j), η1 = v(ε1j), η2 = v(ε2j).

Òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïîñëå äå�îðìàöèè áóäåò ðàâíî

ρ∗j =
((

− R sin
αj
2

+ ξ2 cosαj − η2 sinαj − ξ1
)2
+

+
(
R cos

αj
2

+ ξ2 sinαj − η2 cosαj − η1
)2)1

2

. (3.112)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýòîãî ïîäêðåïëåíèÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

ρ∗j − ρj ≤ 0, j ∈M2 = [m1 + 1..m2]. (3.113)

Ñ÷èòàÿ äå�îðìàöèè ìàëûìè, ìîæíî ïðèáëèçèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü

ρ∗j − ρj = sin
αj
2
ξ1 − cos

αj
2
ξ2 + cos

αj
2
η1 + sin

αj
2
η2, j ∈M2. (3.114)

Âûðàæåíèå (3.114) åñòü ïåðâûé íåíóëåâîé ÷ëåí ðÿäà Òåéëîðà ïî ïåðåìåííûì

ξ1, ξ2, η1, η2. Ñ÷èòàÿ äå�îðìàöèè êîëüöà ïëîñêîé, ïðèõîäèì ê çàäà÷å : íàéòè

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñèëû P, ïðè êîòîðîé âàðèàöèîííàÿ ïðîáëåìà
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J(w) =
B

2R3

∫ 2π

0

(w′′ + w)2dϑ−

−P
2

∫ 2π

0

(w′2 − bw2)dϑ→ min
w

(3.115)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (3.111) � (3.113) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Â (3.115)

b = 1 â ñëó÷àå ñèë âíåøíåãî íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ (íàãðóçêà âñå âðåìÿ îñòàåòñÿ

íîðìàëüíîé ê äå�îðìèðîâàííîé îñè êîëüöà), è b = 2 â ñëó÷àå öåíòðàëüíûõ ñèë

(íàãðóçêà äî è ïîñëå äå�îðìàöèè íàïðàâëåíà ê íåïîäâèæíîìó öåíòðó êîëüöà).

Â (3.115) B � æåñòêîñòü êîëüöà ïðè èçãèáå, ïåðâûé èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé óïðóãóþ ýíåðãèþ êîëüöà, âòîðîé � ðàáîòó âíåøíèõ ñèë [2℄. Ïðîãèá w(ϑ)

ñâÿçàí ñ êàñàòåëüíûì ïåðåìåùåíèåì v(ϑ) óñëîâèåì

v′ = −w. (3.116)

Äëÿ êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè ïðîãèá w(ϑ) áóäåì ïðèáëèæàòü èíòåð-

ïîëÿöèîííûìè êóáè÷åñêèìè ïåðèîäè÷åñêèìè ñïëàéíàìè

S(w, ϑ) = wi(1− t)2(1 + 2t) + wi+1t
2(3− 2t)+

+miht(1− t)2 − wi+1ht
2(1− t), (3.117)

t = h−1(ϑ− ϑi), t ∈ [0; 1], h = ϑi+1 − ϑi =
2π

n
,

n � ÷èñëî òî÷åê ñåòêè. Ïðè ýòîì äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïåðèîäè÷-

íîñòè

S(r)(w; 0) = S(r)(w; 2π), r = 0, 1, 2.

Çäåñü S(r)
� ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà r.

Ââåäåì âåêòîð

z = (z1, z2, .., zn), zi = w(ϑi), i ∈ [0..n].

Ïîäñòàâëÿÿ ñïëàéí S(w, ϑ) â (3.115), ïîëó÷àåì äâå êâàäðàòè÷íûå �îðìû

f(z) =
1

2

∫ 2π

0

(s′′2 − 2s′2 + s2)dϑ =
1

2
(Az, z) (3.118)
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è

g(z) =
1

2

∫ 2π

0

(s′2 − bs2)dϑ =
1

2
(Qz, z) (3.119)

(äè��åðåíöèðîâàíèå â (3.118) � (3.119) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ϑ.) Èíòåãðàëû îò

ñïëàéíà S(w;ϑ) è åãî ïðîèçâîäíûõ âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû MAPLE

13. Èñïîëüçóÿ óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè (3.116), çàïèøåì

v(ϑi) = −
∫ ϑi

0

w(ϑ)dϑ ∼=
∫ ϑi

0

s(z, ϑ)dϑ.

Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî �îðìóëå òðàïåöèé íàõîäèì

v(ϑi) =
1

2

i∑

j=1

(wj−1 + wj)h =
1

2

i∑

j=1

(zj−1 + zj)h, (3.120)

ïðè÷åì, èç óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè ìîæíî ïîëîæèòü v0 = 0, vn = v0.

�åøåíèå çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Îãðàíè÷åíèÿ (3.111), (3.113), (3.114) îáðàçóþò êîíóñ, îïðåäåëÿåìûé ëèíåé-

íûìè íåðàâåíñòâàìè

(aj, z) ≤ 0, j ∈M1 ∪M2, (3.121)

Åñëè j ∈ M1, òî îãðàíè÷åíèÿ (3.121) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå zj ≤ 0. Åñëè æå

j ∈ M2, òî êîý��èöèåíòû ëèíåéíîé �îðìû (3.121) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: φ(z) = ρ∗j−ρj. Ïîëàãàåì zk = 1, j0 ∈M2, zj = 0, ïðè j 6= k. Òîãäà ak =

φ(z)− φ(0). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ êîíóñ, îïðåäåëÿåìûé íåðàâåíñòâàìè (3.121), è

ðàññìîòðèì çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

f(z) =
1

2

∑
(Az, z) → min

z
, (3.122)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

g(z) =
1

2

∑
(Qz, z) → min

z
, (3.123)

(aj, z) ≤ 0, j ∈M1 ∪M2. (3.124)

Ïóñòü z∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (3.122) � (3.123).

Òîãäà ïî òåîðåìå Êóíà�Òàêêåðà íàéäóòñÿ ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ∗ è µj ,

j ∈M1 ∪M2, òàêèå, ÷òî

Az∗ − λ∗Qz∗ +
∑

j∈M1∪M2

µjaj = 0. (3.125)
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�èñ. 3.13: Ñïîñîá ïîäêðåïëåíèÿ: ïðè M1 = ∅ è M2 6= ∅ (ñëåâà), ïðè M1 6= ∅ è

M2 = ∅ (ñïðàâà).

µj ≥ 0, è âûïîëíåíû óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè

µj(aj, z∗) = 0. (3.126)

Óìíîæàÿ ñêàëÿðíî (3.125) íà z∗, íàõîäèì f(z∗) − λ∗g(z∗) = 0, ‖z∗‖ > 0. Òàê

êàê z∗ � ðåøåíèå (3.122) � (3.124), òî, î÷åâèäíî, äëÿ âñåõ λ < λ∗ êâàäðàòè÷íàÿ

�îðìà

1

2

∑
(Az, z)− λ

1

2

∑
(Qz, z) > 0

äëÿ âñåõ z ∈ Γ, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé íà êî-

íóñå Γ. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ∗ åñòü çíà÷åíèå áåçðàçìåðíîãî

ïàðàìåòðà

P∗ =
PR3

B

êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Çàäà÷à (3.122) � (3.124) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íåâûïóêëîãî

ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî ïðåäëîæèòü ìåòîä

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, îïèñàííûé �îðìóëàìè (2.15) � (2.18).Äàííûé

àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì, òî åñòü îí ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (3.122) �

(3.124) ïðè óäà÷íîì âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ z0.

Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

�åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöàõ: òàáëèöà 5 � ñëó÷àé öåí-

òðàëüíîé íàãðóçêè, òàáëèöà 6 � ñëó÷àé íîðìàëüíîé íàãðóçêè. Äëÿ ìíîæåñòâà

M1 íèòè ïðèêðåïëÿþòñÿ â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî m�óãîëüíèêà, äëÿ ìíîæåñòâà

M2 íèòè ðàñïîëîæåíû ïî ñòîðîíàì ïðàâèëüíîãî m�óãîëüíèêà.

Òàáëèöà 5. Ñëó÷àé öåíòðàëüíîé íàãðóçêè
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�èñ. 3.14: Ñïîñîá ïîäêðåïëåíèÿ: ïðè M1

⋃
M2, M1 6= ∅ è M2 6= ∅.

m 5 7 10 14 20 25

M2 = ∅ 7.73 10.84 13.16 15.34 17.99 18.71

M1 = ∅ 4.92 9.12 13.89 17.98 32.98 43.41

M1

⋃
M2 7.73 12.30 20.31 32.65 53.24 84.96

Â äèññåðòàöèè â ï.3.3.1 ïî �îðìóëå (3.84) ïîëó÷åíî òî÷íîå çíà÷åíèå áåçðàç-

ìåðíîãî êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ öåí-

òðàëüíûõ íèòåé (M2 = ∅)
P ∗ = 18.72.

Çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè äëÿ êîëüöà áåç ïîäêðåïëåíèé

P ∗ = 4.5.

Òàáëèöà 6 . Ñëó÷àé íîðìàëüíîé íàãðóçêè

m 5 7 10 14 20 25

M2 = ∅ 4.90 5.63 7.19 7.20 7.73 8.001

M1 = ∅ 3.18 7.20 10.07 14.76 31.03 41.06

M1

⋃
M2 5.41 9.21 17.59 29.30 48.40 79.58

Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ öåíòðàëüíûõ íèòåé (M2 = ∅) âäîëü îáî-
äà êîëüöà òî÷íîå çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè (ï.3.3.1)

P ∗ = 8.0.

Ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ïîäêðåïëåíèè êîëüöà öåíòðàëü-

íûìè íèòÿìè äëÿ m ≥ 25, íèòè ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûìè

ïî îáîäó êîëüöà. Çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè äëÿ êîëüöà áåç ïîäêðåïëåíèé

P ∗ = 3.0.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëûõ m ïîäêðåïëåíèå íèòÿìè âäîëü ñòîðîí ïðàâèëü-

íîãî ìíîãîóãîëüíèêà âëèÿåò íà çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé ñèëû. Ïðè âîçðàñòàíèè

m çíà÷åíèèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè áûñòðî ðàñòåò.

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé ñèëû çíà÷èòåëüíî âîç-

ðàñòàåò ïðè ïîäêðåïëåíèè êîëüöà íèòÿìè âäîëü ñòîðîí ïðàâèëüíîãîm−óãîëüíè-

êà. Îñîáåííî ý��åêòèâíûìè ÿâëÿåòñÿ êîìáèíèðîâàííîå ïîäêðåïëåíèå (M1

⋃
M2).

Ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå íèòåé ïîäêðåïëåíèÿ (m = 20) çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé

ñèëû âîçðàñòàåò â ïî÷òè â 3 ðàçà â ñëó÷àå öåíòðàëüíîé íàãðóçêè è ïî÷òè â 7

ðàç ïðè íîðìàëüíîé íàãðóçêå.
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3.4 Óñòîé÷èâîñòü ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí ïðè îäíîñòîðîííèõ

îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåùåíèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü ïðÿìîóãîëüíàÿ ïëàñòèíà íàãðóæåíà ïî êðàÿì x = 0, x = a; 0 ≤ y ≤ b

íîðìàëüíûìè óñèëèÿìè σ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç w(x, y), 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b ïðîãèá ïëàñòèíû.Òîãäà â

ñîîòâåòñòâèè ñ äîïóùåíèÿìè òåîðèè Êèðõãî�à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå�îð-

ìàöèè ïëàñòèíû èìååò âèä [15℄:

U(w) =
D

2

∫ a

0

∫ b

0

(
(△w)2 − (1− ν)L(w,w)

)
dxdy, (3.127)

ãäå

△w =
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
,

L(w,w) = 2

(
∂2w

∂x2
· ∂

2w

∂y2
−
(
∂2w

∂x∂y

)2)
.

�àáîòà âíåøíèõ ñèë ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî �îðìóëå [15℄

V (w) =
1

2

∫ a

0

∫ b

0

σ

(
∂w

∂x

)2

dxdy. (3.128)

Çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ïëàñòèíû ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ñèë σ òàêèõ, ÷òî

âàðèàöèîííàÿ ïðîáëåìà

U − V → min
w

(3.129)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðîãèá ïëàñòèíû ìîæåò áûòü îãðàíè÷åí æåñòêè-

ìè ïðåïÿòñòâèÿìè òàê, ÷òî

{
w(x, y1) ≤ 0, ïðèx ∈ [0, a] ,

w(x, y2) ≥ 0, ïðèx ∈ [0, a] ,
(3.130)

ãäå y1, y2 - �èêñèðîâàííûå òî÷êè èç (0, b).

Ôóíêöèþ w áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ñïëàéíàìè [29℄

w(x, y) =

n+2∑

i=0

m+2∑

j=0

wijBi (x) B̃j (y) , (3.131)
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ãäå

x ∈ [0, l] , l = a, h =
l

n
, xi = ih,

B(x) =
1

4h4

(1
6
x3+ − 2

3
(x− h)3+ + (x− 2h)3+−

− 2

3
(x− 3h)3+ +

1

6
(x− 4h)3+

)
,

B0(x) = 1 +
1

h3

(
− 1

6
x3+ +

1

2
(x− h)3+−

− 1

2
(x− 2h)3+ +

1

6
(x− 3h)3+

)
,

B1(x) = x+
1

h2

(
− 1

3
x3+ +

5

6
(x− h)3+− (3.132)

− 2

3
(x− 2h)3+ ++

1

6
(x− 3h)3+

)
,

B2(x) =
1

2
x2 +

1

h

(
− 11

36
x3+ +

1

2
(x− h)3+−

− 1

4
(x− 2h)3+ +

1

18
(x− 3h)3+

)
,

Bn(x) = B2 (l − x) , Bn+1(x) = B1 (l − x) ,

Bn+2(x) = B0 (l − x) , x+ = max{0, x} =
1

2
(|x|+ x).

Ìåíÿÿ â îïðåäåëåíèè ñïëàéíîâ x íà y, n íà m è ïîëàãàÿ l = b, ïîëó÷èì

B̃j(y).

Ïîäñòàâëÿÿ (3.131) â (3.127) è (3.128) ïîëó÷èì äâå êâàäðàòè÷íûå �îðìû

ñîîòâåòñòâåííî

f̃(wij) =
D

2

∑

i,j

∑

k,s

qijkswijwks, (3.133)

g̃(wij) =
σ

2

∑

i,j

∑

k,s

rijkswijwks. (3.134)

Êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ f̃(wij) àïïðîêñèìèðóåò óïðóãóþ ýíåðãèþ ïëàñòèíû,

g̃(wij) � ðàáîòó âíåøíèõ ñèë. Êîý��èöèåíòû qijks, rijks åñòü èíòåãðàëû ïî ïëî-

ùàäè ïëàñòèíû îò ïðîèçâåäåíèé Bi è èõ ïðîèçâîäíûõ, â ÷àñòíîñòè

rijks =

∫ a

0

B
′

i(x)B
′

k(x)dx

∫ b

0

B̃j(y)B̃s(y)dy.

Âñå ýòè èíòåãðàëû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû àíàëèòè÷åñêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñè-

ñòåìû MAPLE. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(wij) = 1/Df̃(wij) è g(wij) = 1/σg̃(wij).
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Åñëè ïîëîæèòü

w0,j = 0, w2,j = 0, wn,j = 0, wn+2,j = 0, j ∈ [1 : m] ,

òî ïðè x = 0, x = a áóäóò âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ:

{
w(0, y) = w(a, y) = 0,

wxx(0, y) = wxx(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b.
(3.135)

Åñëè æå ïîëîæèòü

w0,j = 0, w1,j = 0, wn+1,j = 0, wn+2,j = 0, j ∈ [1 : m]

òî ïðè x = 0, x = a áóäóò âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîé çàäåëêè:

{
w(0, y) = w(a, y) = 0,

wx(0, y) = wx(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b.
(3.136)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè y = 0; b âûïîëíåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñâî-

áîäíîãî êðàÿ: {
∂2w(x,y)
∂x2 + ν ∂

2w(x,y)
∂y2 = 0,

∂3w(x,y)
∂x3 + (2− ν)∂

3w(x,y)
∂x∂y2 = 0, 0 ≤ x ≤ a.

(3.137)

�ðàíè÷íûì óñëîâèÿì ñâîáîäíîãî êðàÿ ñïåöèàëüíî óäîâëåòâîðÿòü íå íàäî,

òàê êàê êîý��èöèåíòû wi,0, wi,1, wi,2, wi,m+2, wi,m, wi,m+1 íàõîäÿòñÿ â ðå-

çóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè.

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñâîáîäíîãî êðàÿ ÿâëÿþòñÿ �íåóäîáíûìè� â âû÷èñëèòåëü-

íîì îòíîøåíèè, òàê êàê îíè ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûå òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (3.130) â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê:





w(xj, y1) ≤ 0, −w(xj, y2) ≤ 0,

x1 =
1
4a, x2 =

1
2a, x3 =

3
4a,

y1 =
1
3b, y2 =

2
3b.

(3.138)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.131) â (3.138) ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, êîòî-

ðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êîý��èöèåíòû wij. Çàïèøåì ýòè íåðàâåíñòâà â

âèäå
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6∑

k=1

bijkwij ≤ 0. (3.139)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ êîíóñ, îïðåäåëÿåìûé íåðàâåíñòâàìè (3.139). Òàêèì îá-

ðàçîì, âìåñòî (3.129) � (3.130) ïîëó÷àåì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà

λ∗, òàêîãî, ÷òî çàäà÷à íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

f(wij)− λ∗g(wij) → min
wij∈Γ

(3.140)

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Îíà ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå èäåíòè�èêàöèè óñëîâ-

íîé ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íûõ �îðì íà êîíóñàõ.

Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

n,m â �îðìóëå (3.131) âûáèðàëèñü ïóòåì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Ïðè

n = m = 40 è n = m = 50 ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñîâïàäàëè ñ

òî÷íîñòüþ äî äâóõ çíà÷àùèõ öè�ð.

Bi(x) = B(x− (i− 3)h), i = 3..n− 1,

�åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå 7.

Òàáëèöà 7. Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû σ∗

ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.

I II III IV

b = 1 21.95 32.21 51.49 8.98

b = 0.5 60.40 69.44 91.85 5.37

Òåîð. π2 ≈ 2π2 ≈ 4π2 ≈ π2/4 ≈
≈ 9.87 ≈ 19.74 ≈ 39.48 ≈ 2.47

Ïðèáë. 9.98 20.24 39.98 2.44

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà σ∗ = D−1σ ïðè a = 1

äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: I � ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ øàðíèðíîãî

îïèðàíèÿ (3.136), II � ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîãäà íà ëåâîì êðàå x = 0

âûïîëíåíû óñëîâèÿ (3.135), íà ïðàâîì - óñëîâèÿ æåñòêîé çàäåëêè (3.136), III

� ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîé çàäåëêè (3.136), IV � ïðè x = 0; a, 0 ≤ y ≤ b -
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ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ è ïðè 0 ≤ x ≤ a, y = 0; b ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ ñâîáîäíîãî êðàÿ. Â äâóõ ïîñëåäíèõ ñòðîêàõ òàáëèöû ïðåäñòàâëåíû çíà-

÷åíèÿ σ∗
áåç îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ, âû÷èñëåííûå òåîðåòè÷åñêè ñîãëàñíî

�îðìóëàì ([15℄, ñòð.22-23) (ïðåäïîñëåäíÿÿ ñòðîêà) è ìåòîäîì, ðàññìîòðåííûì

âûøå (ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà).

Èç ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ 4 è 5 ñòðîêè òàáëèöû ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

ðåäóêöèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è ê çàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðè

ïîìîùè ñïëàéíîâ ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíîé è ñëóæèò ïðîâåðêîé òîãî, ÷òî àïïðîêñè-

ìàöèÿ çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîé. Òàê êàê ïðè îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé

íà ïåðåìåùåíèÿ ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ñâîáîäíîãî êðàÿ ïðè y = 0, b ðåøåíèå

çàäà÷è w(x, y) íå çàâèñèò îò y (ñì. ðèñ. 3.15 (ñïðàâà)), òî òî÷íûå çíà÷åíèÿ êðè-

òè÷åñêèõ ñèë ñîâïàäàþò ñ ýéëåðîâûìè ñèëàìè äëÿ ñòåðæíåé ([15℄, ñòð.22) è íå

çàâèñÿò îò b. Ïðè íàëè÷èè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ çíà÷å-

íèÿ êðèòè÷åñêèõ ñèë çàâèñÿò îò b. Âëèÿíèå îäíîñòîðîííèõ ñâÿçåé íà ïåðåìåùå-

íèÿ (íåðàâåíñòâà (3.130)) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì è ìîãëî áûòü èñïîëüçîâàíî

äëÿ ïîâûøåíèÿ íåñóùåé ñïîñîáíîñòè ñæèìàåìûõ ïî êðîìêàì ïëàñòèí.

�àçëè÷èå â �îðìàõ ðàâíîâåñèÿ ïðè íàëè÷èè è îòñóòñòâèè îãðàíè÷åíèé íà

ïåðåìåùåíèÿ ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ.3.15.

�èñ. 3.15: Ôîðìà ðàâíîâåñèÿ ïëàñòèíû ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðè íàëè-

÷èè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåùåíèÿ (ñëåâà) è áåç îãðàíè÷åíèé íà

ïåðåìåùåíèÿ (ñïðàâà)

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé (3.138) â

íàøåì ñëó÷àå ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ (3.130).
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3.5 Óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê âðàùåíèÿ

�àñ÷åò íà óñòîé÷èâîñòü îáîëî÷åê ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñëîæíîé â ìåõàíèêå

òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé. Ïðè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäàõ ê óïðîùåíèþ óðàâíåíèé

ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå ðåçóëüòàòû. Òàêæå ïðè àíàëèçå óñòîé÷èâî-

ñòè îáîëî÷åê î÷åíü âàæíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ìåòîäà àïïðîêñèìàöèè

èñêîìûõ �óíêöèé. Óñòîé÷èâîñòü òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê îïèñàíà âî ìíîãèõ ðà-

áîòàõ, íàïðèìåð, [22℄, [24℄, [31℄, [49℄, [71℄, [72℄, [73℄. Òàêæå â ðàáîòàõ [24℄, [49℄ îò-

ìå÷åíà íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè îáîëî÷åê ïðè àíàëèçå

èõ óñòîé÷èâîñòè. Â [24℄, [63℄ èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâ-

íåíèé ðàâíîâåñèÿ òîðîîáðàçíîé îáîëî÷êè ñ ïîñëåäóþùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèé

ðàçâåòâëåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè

òîðîîáðàçíîé è ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷åê, ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ âàðèàöèîííûé

ïîäõîä. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàáîòû âíåøíèõ ñèë ïðèìåíÿåòñÿ òî÷íàÿ òåðìîäè-

íîìè÷åñêàÿ �îðìóëà: A = PδV , ãäå P � âíåøíåå íîðìàëüíîå äàâëåíèå, δV �

èçìåíåíèå îáúåìà îáîëî÷êè â ðåçóëüòàòå äå�îðìàöèè. Òàêæå âû÷èñëåíèå óïðó-

ãîé ýíåðãèè äå�îðìàöèè îñíîâàíî íà èçìåíåíèè ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòè÷íûõ

�îðì ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè â ðåçóëüòàòå äå�îðìàöèè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáîëî÷êà âðàùåíèÿ, ñðåäèííóþ ïîâåðõíîñòü êîòîðîé

îáîçíà÷èì ÷åðåç S, â ðåçóëüòàòå äå�îðìàöèè ïðèîáðåëà �îðìó S̃. Îáîçíà÷èì

÷åðåç gij, hij, g̃ij, h̃ij, i, j = 1, 2 êîý��èöèåíòû ïåðâîé è âòîðîé êâàäðàòè÷íûõ

�îðì íåäå�îðìèðîâàííîé è äå�îðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äå�îðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ îñåñèììåòðè÷íîé. Ñîãëàñíî [55℄

ýíåðãèþ äå�îðìàöèè, ñâÿçàííóþ ñ ïåðåõîäîì èç ñîñòîÿíèÿ S â ñîñòîÿíèå S̃,

ìîæíî âû÷èñëèòü ïî �îðìóëå:

Us =

∫ ∫
Φ1(ε1, ε2, κ1, κ2)ds, (3.141)
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ãäå

Φ1 =
Eh3

24(1− ν2)
(κ21 + κ22 + 2νκ1κ2)+

+
Eh

2(1− ν2)
(ε21 + ε22 + 2νε1ε2), (3.142)

E � ìîäóëü Þíãà, ν � êîý��èöèåíò Ïóàññîíà, ε1 è ε2 � ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ

îòíîøåíèÿ

∑2
i,j=1(g̃ij − gij)duiduj∑2

i,j=1 gijduiduj
, (3.143)

κ1 è κ2 � ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ

∑2
i,j=1(h̃ij − hij)duiduj∑2

i,j=1 gijduiduj
. (3.144)

Ïóñòü S ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ, îáðàçîâàííîé âðàùåíèåì íåêîòîðîé êðèâîé

γ âîêðóã îñè Z:

x = ϕ(θ), z = ψ(θ). (3.145)

Çäåñü θ � ïîëÿðíûé óãîë â ïëîñêîñòè ìåðèäèàíà. Òîãäà óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè

âðàùåíèÿ áóäóò èìåòü âèä [55℄





x = ϕ(θ) cosλ,

y = ϕ(θ) sinλ,

z = ψ(θ),

(3.146)

ãäå λ îáîçíà÷åí óãîë â ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíîãî êðóãà è 0 ≤ θ ≤ θ1, 0 ≤ λ ≤
2π. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äå�îðìàöèÿ îáîëî÷êè ÿâëÿåòñÿ îñåñèììåòðè÷íîé. Â

îáùåì ñëó÷àå ïåðâàÿ è âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìû ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ

áóäóò èìåòü âèä [55℄





I =
(
ϕ

′2 + ψ
′2
)
dθ2 + ϕ2dλ2,

II =

(
ψ
′′

ϕ
′−ψ′

ϕ
′′

√
ϕ′2+ψ′2

)
dθ2 + ψ

′

ϕ√
ϕ′2+ψ′2

dλ2.
(3.147)
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3.5.1 Óñòîé÷èâîñòü òîðîîáðàçíîé îáîëî÷êè

�àññìîòðèì çàäà÷ó óñòîé÷èâîñòè òîðà, íàãðóæåííîãî âíåøíèì íîðìàëüíûì

äàâëåíèåì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç w(θ) è u(θ) íîðìàëüíîå è êàñàòåëüíîå ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê

ïîâåðõíîñòè òîðà. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû äî äå�îðìàöèè áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ

óðàâíåíèÿìè





x = (R+ a cos θ) cosλ,

y = (R + a cos θ) sinλ, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ λ ≤ 2π.

z = a sin θ,

(3.148)

ò.å. äëÿ íåäå�îðìèðîâàííîãî òîðà ϕ = R+ a cos θ, ψ = a sin θ.

Ïîñëå äå�îðìàöèè óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè áóäóò èìåòü âèä (3.146), ãäå

{
ϕ(θ) = R + (a+ w(θ)) cos θ − u(θ) sin θ,

ψ(θ) = (a+ w(θ)) sin θ − u(θ)cosθ.
(3.149)

Áóäåì èññëåäîâàòü ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè ïî îñåñèììåòðè÷íîé �îðìå, êîãäà

îáðàçóþùèåñÿ âûïó÷èíû èìåþò âèä êîëüöåâûõ ñêëàäîê â íàïðàâëåíèè êîîð-

äèíàòû λ (ïåðåìåùåíèÿ íå çàâèñÿò îò λ).

Äëÿ ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïåðâàÿ è âòîðàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìû ïîâåðõ-

íîñòè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå (3.147). Äëÿ íåäå�îðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè:

{
I0 = a2dθ2 + (R+ a cos θ)2dλ2,

II0 = adθ2 + cos θ(R+ a cos θ)dλ2.
(3.150)

Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (3.143), (3.144), (3.147), (3.148), (3.150) ìîæíî ïîëó-

÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ äå�îðìàöèé ε1, ε2 è êðèâèçí κ1, κ2. Êâàäðàòè÷íûå �îðìû

I è II â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè èìåþò äèàãîíàëüíûé âèä. Ïîýòî-
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ìó 



ε1 =
ϕ′2 + ψ′2 − a2

a2
,

ε2 =
ϕ2 − (R+ a cos θ)2

(R+ a cos θ)2
,

κ1 =
ψ

′′

ϕ
′ − ψ

′

ϕ
′′

a2
√
ϕ′2 + ψ′2

− 1

a
,

κ2 =
ψ

′

ϕ− cos θ(R+ a cos θ)
√
ϕ′2 + ψ′2

cos2 θ(R+ a cos θ)2
√
ϕ′2 + ψ′2

.

(3.151)

Äëÿ âíåøíåãî íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ýéëåðà�

Áåðíóëëè ðàáîòà âíåøíèõ ñèë ðàâíà

A = P∆V, (3.152)

ãäå ∆V � èçìåíåíèå îáúåìà îáîëî÷êè â ðåçóëüòàòå äå�îðìàöèè.

Êàê èçâåñòíî [77℄, îáúåì òåëà, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

x = x(θ, λ), y = y(θ, λ), z = z(θ, λ),

îïðåäåëÿåòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà)

V =
1

3

∫ 2π

0

∫ 2π

0

det




x y z

x
′

θ y
′

θ z
′

θ

x
′

λ y
′

λ z
′

λ


 dθdλ. (3.153)

Â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè îïðåäåëèòåëü â (3.153) íå çàâèñèò îò λ.

Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (3.146), (3.148), (3.149), (3.152) îáúåì îáîëî÷êè ïîñëå

äå�îðìàöèè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî �îðìóëå:

V =
2π

3

∫ 2π

0

Φ2

(
w, u, w

′

, u′
)
dθ, (3.154)

ãäå

Φ2 = det ‖aij‖ , i, j ∈ 1 : 3,

ýëåìåíòû ìàòðèöû ‖aij‖ èìåþò âèä
a11 = R + a cos θ + w(θ) cos θ − u(θ) sin θ,

a13 = a sin θ + w(θ) sin θ + u(θ) cos θ,
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a21 = −a sin θ + w
′

(θ) cos θ − w(θ) sin θ − u
′

(θ) sin θ −−u(θ) cos θ,
a23 = a cos θ + w

′

(θ) sin θ + w(θ) cos θ + u
′

(θ) cos θ −−u(θ) sin θ,
a32 = R + a cos θ + w(θ) cos θ − u(θ) sin θ,

a12 = 0, a22 = 0, a31 = 0, a33 = 0.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ äå�îðìàöèè áóäåò èìåòü âèä

J = J1 − PJ2,

ãäå

J1 = 2π

∫ 2π

0

Φ1(ε1, ε2, κ1, κ2)a(R+ a cos θ)dθ,

J2 = ∆V.

Â óñòîé÷èâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò ìèíèìàëü-

íîå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê âàðèàöèîííîé çàäà÷å

J → min
w,u

, (3.155)

ãäå �óíêöèè w, u óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïåðèîäè÷íîñòè.

×èñëåííûé ìåòîä

Áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ïåðåìåùåíèÿ w(θ) è u(θ) èíòåðïîëÿöèîííûìè êó-

áè÷åñêèìè ñïëàéíàìè [29℄

S(f ; θi) = fi, θi = 2πi/n, i ∈ [1 : n],

ãäå

fi = w(θi) èëè fi = u(θi).

Ñïëàéí S(f ; θ) äëÿ θ ∈ [θi, θi+1] çàäàåòñÿ �îðìóëîé

S(f ; θi) = fi(1− t2)2(1 + 2t) + fi+1t
2(3− 2t)+

+miht(1− t)2 −mi+1ht
2(1− t), (3.156)

ãäå h = 2π/n, t = (θ − θi)/h. Â (3.156) íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåí-

òû mi, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé
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�óíêöèè S(f ; θ) â óçëàõ ñïëàéíà. Òàêæå ñïëàéí äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâè-

ÿì ïåðèîäè÷íîñòè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàì:

f0 = fn, fn+1 = f1, m0 = mn.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ m1, m2, ..., mn íåîáõîäèìî

ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé





2m1 +
1
2
m2 +

1
2
mn = c1,

1
2mi−1 + 2mi +

1
2mi+1 = ci, i ∈ [2;n− 1],

1
2
m1 +

1
2
mn−1 + 2mn = cn,

(3.157)

ãäå

ci =
3

2h
(fi+1 − fi−1), i ∈ [2;n− 1],

c1 =
3

2h
(f2 − fn),

cn =
3

2h
(−f1 + fn−1).

Ïóñòü ξ ∈ Rn, ξ1 = f1, ..., ξn = fn, è

η ∈ Rn, η1 = m1, ..., ηn = mn.

Ââåäåì ìàòðèöû ïîðÿäêà n.

A =




2 0.5 0 0 ... 0

0 0.5 2 0.5 ... 0

0 0 0.5 2 ... 0

... ... ... ... ... ...

0 0 ... 0.5 2 0.5

0 0 ... 0 0.5 2




, (3.158)

B =




0 1 0 ... 0 −1

−1 0 1 0 ... 0

0 −1 0 1 ... 0

... ... ... ... ... ...

0 ... 0 −1 0 1

1 0 ... 0 −1 0




. (3.159)
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ξ = A−1Bη. (3.160)

Ôîðìóëà (3.160) â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè ýêîíîìè÷íà, èáî ìàòðèöó A−1B

íåîáõîäèìî íàõîäèòü âñåãî îäèí ðàç.

Ïóñòü y ∈ Rm
, m = 2n è

yi = w(θi), yi+n = u(θi), i ∈ 1 : n.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ èíòåðïîëÿöèîííûå ñïëàéíû â �óíêöèîíàë ïîëíîé

ýíåðãèè, âìåñòî âàðèàöèîííîé çàäà÷è ïîëó÷èì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè

f(y) → min
y∈Rm

, (3.161)

êîòîðóþ áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ [60℄. Çäåñü

f(y) = J(S(w), S(u)).

Ïóñòü yk � íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

g0 =
∂f (y0)

∂y
(3.162)

� ãðàäèåíò �óíêöèè f(y). Ïóñòü óæå ïîëó÷åíà òî÷êà yk ∈ Rm
. Åñëè

rk = ‖∂f (yk)
∂y

‖ = 0,

òî âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà, è ïðîöåññ ïðåêðàùàåòñÿ. Åñëè

æå

rk > 0,

òî íà ëó÷å

yk(α) = yk − αgk, α ≥ 0.

Íàéäåì òî÷êó yk(α) òàêóþ, ÷òî

f(yk(α)) = min
α≥0

f(yk(α)), (3.163)

ãäå

gk =
∂f (yk)

∂y
+ βkgk−1,
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βk =

{
0, k = 0;m; 2m; ...,

r2k/r
2
k−1, k 6= 0;m; 2m; ..., .

(3.164)

Åñëè Ëåáåãîâî ìíîæåñòâî

D(y0) = {y0 ∈ Rm|f(y) ≤ f(y0)}

îãðàíè÷åíî, òî ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yk}, k = 0, 1, 2, ...

ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé �óíêöèè f(y) íà Rm
, ò.å. åñëè yks → y∗ ïðè

ks → 0, òî

r∗ = ‖∂f (y∗)
∂y

‖ = 0.

Êðîìå òîãî, èçâåñòíî, ÷òî ìåòîä ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ îáëàäàåò "êâàäðà-

òè÷íîé"ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè [60℄. Çàäà÷à îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè íà ëó÷å

ðåøàëàñü ìåòîäîì çîëîòîãî ñå÷åíèÿ.

Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Íà ðèñ.3.16 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ îáîëî÷-

êè (ymax = max
i∈1:n

√
w2
i + u2i � âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè) îò âíåøíåãî íîðìàëüíîãî

äàâëåíèÿ (P̃ � ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè) ïðè ïàðàìåòðàõ

R = 200, a = 80, h = 1.28, P̃ = 1000
P

D
.

Èç ãðà�èêà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âíà÷àëå ïåðåìåùåíèå ðàñòåò ëèíåéíî ñ

óâåëè÷åíèåì P̃ , à íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ, ìàêñèìàëüíîå ïåðåìåùåíèå

îáîëî÷êè ðåçêî âîçðàñòàåò. Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîãî

ïåðåìåùåíèÿ îò ïàðàìåòðà P̃ õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ãèïåðáîëîé

F (t) =
c1t

2 + c2t+ c3
c4t+ 1

,

ãäå t = P̃ , F (t) � ìàêñèìàëüíîå ïåðåìåùåíèå. Ïðè çàäàííûõ âûøå ïàðàìåòðàõ

êîý��èöèåíòû ci èìåþò çíà÷åíèÿ

c1 = 2.6467, c2 = 0.0554, c3 = 0.1386, c4 = −5.3320.

Êðèòè÷åñêèì ñëåäóåò ñ÷èòàòü òî çíà÷åíèå P̃∗, ïîñëå êîòîðîãî F (t) íà÷èíàåò

ðåçêî âîçðàñòàòü. Èç ðèñ.3.16 âèäíî, ÷òî P̃∗ ∼= 0.13.
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�èñ. 3.16: Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ òîðîîáðàçíîé îáîëî÷êè îò

âíåøíåãî íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ.

Ïðè E = 2.05× 106 êã/ñì2 ν = 0.3 êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå

P∗ =
0.13Eh3

12(1− ν2)1000
=

0.13E × 1.283

12(1− ν2)1000
= 52.42.

Â [15℄ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ íàä ñòàëüíûìè æåñòêî çàêðåïëåí-

íûìè òîðîèäàëüíûìè îáîëî÷êàìè. Â ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ

k =
a

R
, ψ =

(1− ν2)pa

Eh

ïðè

k = 0.4, a/h = 62.5, R = 200, a = 80, h = 1.28

ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå

ψ = 0.32× 10−3,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò äàâëåíèþ P = 11.81. Ïðè

k = 0.4, a/h = 33, R = 200, a = 80, h = 2.4242,

ψ = 0.53× 10−3,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò äàâëåíèþ P = 37.06. Çíà÷åíèå P∗, ïîëó÷åííîå ðåøåíèåì

çàäà÷è îïòèìèçàöèè (3.161), ðàâíî

P∗ = 164.39.
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Ïðè ýòîì îòíîøåíèå

P∗/P = 4.4357.

Íàêîíåö, ïðè

k = 0.2, a/h = 62.5, R = 400, a = 80, h = 1.28

ψ = 0.3× 10−3,

P∗ = 32.26, P = 11.07, P∗/P = 2.91.

Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå àíàëèçà âà-

ðèàöèîííîé çàäà÷è, îò òðåõ äî ïÿòè ðàç ïðåâûøàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà-

÷åíèÿ. Îäíàêî, ïðè ñðàâíèòåëüíîì àíàëèçå ðèñóíêîâ â [15℄ íà ñòð. 677 ìîæíî

ñäåëàòü âûâîä, ÷òî çàêðèòè÷åñêàÿ äå�îðìàöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îñåñèììåòðè÷íîé,

òî åñòü çàâèñèò îò óãëà λ â ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíîãî êðóãà. Çàäà÷à îá óñòîé÷è-

âîñòè òîðîèäàëüíîé îáîëî÷êè òàêæå ðàññìàòðèâàëàñü â [24℄.

3.5.2 Óñòîé÷èâîñòü ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè

Îáîçíà÷èì ÷åðåç w(θ) è u(θ) íîðìàëüíîå è êàñàòåëüíîå ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê

îáîëî÷êè. Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷åê ñ�åðû áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ óðàâíåíèÿ-

ìè {
x = ϕ(θ) = (R+ w) sin θ − u cos θ,

z = ψ(θ) = (R + w) cos θ + u sin θ.
(3.165)

Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (3.143), (3.144), (3.147), (3.150), (3.165), ìîæíî ïîëó-
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÷èòü íåëèíåéíûå âûðàæåíèÿ äëÿ äå�îðìàöèé ε1, ε2 è êðèâèçí κ1, κ2 [2℄





ε1 =
1

R

(
2w − 2u

′

)
+

+
1

R2

(
w2 + u2 + 2w

′

u+ w
′2 − 2u

′

w + u
′2
)
,

ε2 =
1

R
(2w − 2u ctg θ)+

+
1

R2

(
w2 − 2wu ctg θ + u2 ctg2 θ

)
,

κ1 =
1

R
+

1

RK

(
3u

′

+ w
′′ − R− 2w

)
+

+
1

R2K

(
3wu

′ − u2 − w2 − 3uw
′

+ u
′′

u− 2w
′2
)
+

+
1

R2K

(
u

′′

w
′ − 2u

′2 + w
′′

w
′ − w

′′

u
′

)
,

κ2 =
1

RK

(
2w − u

′

+ R− 2u ctg θ − w
′

ctg θ
)
+

+
1

R2K

(
w2 − wu

′

+ uu
′

ctg θ − 2wu ctg θ
)
+

+
1

R2K

(
uw

′

ctg2 θ + u2 ctg2 θ − ww′ ctg θ
)
.

Â ïðèâåäåííûõ âûøå �îðìóëàõ ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

K = (R2 + 2Rw + w2 + u2 − 2Ru
′ − 2wu′ + 2uw′ + w

′2 + u
′2)1/2.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàáîòû âíåøíèõ ñèë ïðèìåíèì �îðìóëû (3.152), (3.153). Îáú-

åì îáîëî÷êè ïîñëå äå�îðìàöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå [3℄:

Ṽ =
π

3

∫ π

0

Φ2

(
θ, w, u, w

′

, u′
)
dθ,

ãäå

Φ2

(
θ, w, u, w

′

, u′
)
= w3sinθ + w2

(
3R− u

′

)
sinθ+

+w
(
uw

′ − 2Ru
′

+ u2 + 3R2
)
sinθ + R

(
u2 + uw

′

)
sinθ+

+R3sinθ +
(
wuu

′ − w2u− 2Rwu− u2w
′ − u3 +Ruu

′

)
cosθ.

Â óñòîé÷èâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò ìèíèìàëü-

íîå çíà÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê âàðèàöèîííîé çàäà÷å

J =

∫ π

0

F̃
(
θ, w, u, w

′

, u
′

, w
′′

)
dθ → min

w,u
,
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�èñ. 3.17: Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè îò

âíåøíåãî íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ.

ãäå F̃ = Φ1 − PΦ2.

Íà ðèñ. 3.17 ïðèâåäåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ

ymax ñ�åðè÷åñêîé îáîëî÷êè îò âíåøíåãî íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ P̃ ïðè R = 80,

h = 1.28. Èç ãðà�èêà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî P̃
êð

= 0.35, ýòî ñîîòâåòñòâó-

åò ïðè E = 2.05 × 106 è ν = 0.3 êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ P
êð

= 137.79êã/ñì2
.

Òåîðåòè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ âåðõíåãî êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, ïîëó÷åííàÿ íà

îñíîâàíèè óïðîùåííîé òåîðèè òîíêèõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê [15℄, äàåò çíà÷åíèå

q
â

= 1.21E(h/R)2 = 635.008.

Çàìåòèì, ÷òî òàì æå â [15℄ íà ñòð.666 óêàçàíî, ÷òî äëÿ îòíîøåíèÿ R/h ≤ 250

êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ïî �îðìóëå

q = 0.3E(h/R)2.

Èñïîëüçóÿ ýòó �îðìóëó, ïîëó÷àåì q = 155.44, ÷òî äàåò äîñòàòî÷íî õîðîøåå

ñîâïàäåíèå ñ ðàíåå ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòîì P
êð

= 137.79.
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�ëàâà 4

Ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ

ïëàñòèí

Â ãëàâå èññëåäóþòñÿ ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ

ïëàñòèí. Ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è, îñíîâàííàÿ íà ìåòî-

äå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, à òàêæå ñõåìà íåëèíåéíîé çàäà÷è, îñíîâàííàÿ íà

àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè íàïðÿæåíèÿ è ïðîãèáà ïëàñòèíû ìåòîäîì êîíå÷íûõ

ðàçíîñòåé. Àíàëèçèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâîäèòñÿ

ñðàâíåíèå ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè.

Òðóäíî íàçâàòü òàêóþ îáëàñòü òåõíèêè, â êîòîðîé íå áûëà áû àêòóàëüíîé

ïðîáëåìà èçó÷åíèÿ óïðóãèõ êîëåáàíèé. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ èçó÷åíèÿ

êîëåáàíèé èñïîëüçóþòñÿ ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Îäíàêî ÷à-

ñòî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ (îñîáåííî ïðè èçó÷åíèè

êîëåáàíèé ïëàñòèí è îáîëî÷åê). Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ òåîðèè ïëàñòèí ( à òàê-

æå è îáîëî÷åê) ïîëüçóþòñÿ òåîðèåé Êèðõãî�à, ïðåíåáðåãàþùåé íàïðÿæåíèÿ-

ìè â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè (ëèíåéíàÿ òåîðèÿ); â äðóãèõ çàäà÷àõ ó÷èòûâàþò-

ñÿ îäíîâðåìåííî íàïðÿæåíèÿ â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è íàïðÿæåíèÿ èçãèáà

(íåëèíåéíàÿ çàäà÷à). Ñ òî÷êè çðåíèÿ �èçèêè íåëèíåéíîñòü êîëåáàíèé õàðàê-

òåðèçóåòñÿ àíãàðìîíè÷íîñòüþ è íåèçîõðîííîñòüþ. Îäíàêî ó÷åò âëèÿíèÿ íåëè-

íåéíûõ ñëàãàåìûõ èíîãäà ïðèâîäèò ê íåîæèäàííûì ý��åêòàì: íàïðèìåð ý�-

�åêò âîçâðàòà Ôåðìè-Ïàñòû-Óëàìà (ÔÏÓ). Âëèÿíèå íàïðÿæåíèé â ñðåäèííîé

ïîâåðõíîñòè íà ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ïëàñòèí ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçó÷åíî

âñå åùå íåäîñòàòî÷íî, ïî-âèäèìîìó ýòî ñâÿçàíî ñ òðóäíîñòÿìè àíàëèçà âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, õîòÿ ñåé÷àñ ðàçðàáîòàíû äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíûå

÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëàñòèíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé, ò.å.

0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b,

à òàêæå ñâîáîäíî îïåðòà ïî ñâîèì êðàÿì, è òî÷êè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ñâî-
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áîäíî ïåðåìåùàþòñÿ â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòèX0Y . Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

ìîæíî çàïèñàòü:




w(0, y, t) = w(a, y, t) = 0, ∂2w(0,y,t)

∂x2 = ∂2w(a,y,t)
∂x2 = 0,

w(x, 0, t) = w(x, b, t) = 0, ∂2w(x,0,t)
∂y2

= ∂2w(x,b,t)
∂y2

= 0,
(4.1)





∂2ϕ(0,y,t)
∂y2 = ∂2ϕ(a,y,t)

∂y2 = 0, ∂2ϕ(0,y,t)
∂x∂y = ∂2ϕ(a,y,t)

∂x∂y = 0,

∂2ϕ(x,0,t)
∂x2 = ∂2ϕ(x,b,t)

∂x2 = 0, ∂2ϕ(x,0,t)
∂x∂y = ∂2ϕ(x,b,t)

∂x∂y = 0.
(4.2)

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.2) îçíà÷àþò îòñóòñòâèå íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íà-

ïðÿæåíèé íà êðàÿõ ïëàñòèíû.

Êðîìå òîãî äîëæíû áûòü çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

w(x, y, 0) = u(x, y),
dw(x, y, 0)

dt
= v(x, y). (4.3)

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

Èçâåñòíî, ÷òî ó÷åò íàïðÿæåíèé â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè â òåîðèè ïëàñòèí

ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì Êàðìàíà





D
h∆∆w = −ρ∂2w∂t2 + ∂2w

∂x2
∂2ϕ
∂y2 +

∂2w
∂y2

∂2ϕ
∂x2 − 2 ∂2w

∂x∂y
∂2ϕ
∂x∂y ,

1
E∆∆ϕ = ( ∂

2w
∂x∂y)

2 − ∂2w
∂x2

∂2w
∂y2 ,

(4.4)

ãäå w = w(x, y, t) � ïðîãèá, ϕ = ϕ(x, y, t) � �óíêöèÿ íàïðÿæåíèé, D = Eh3
0

12(1−ν2)
� öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû, E � ìîäóëü Þíãà, ν � êîý��èöèåíò

Ïóàññîíà, h0 � òîëùèíà ïëàñòèíû, x, y � êîîðäèíàòû òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõ-

íîñòè ïëàñòèíû, t � âðåìÿ,

∆w =
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
, ∆∆w =

∂w4

∂x4
+ 2

∂4w

∂y2∂x2
+
∂4w

∂y4

� îïåðàòîðû Ëàïëàññà è áèãàðìîíè÷åñêèé îïåðàòîð.

Ïóñòü w = w(x, y, t) � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.4).

Äëÿ êîíå÷íîìåðíîé àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è (4.1) � (4.4) ïðèìåíèì ìåòîä ñå-

òîê. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

xi = ihx, i ∈ 0..M, yj = jhy, j ∈ 0..N,



76

wi,j,k = w(xi, yj, tk), ϕi,j,k = ϕ(xi, yj, tk), hx =
a

M
, hy =

b

N
.

Ïðîèçâîäíûå àïïðîêñèìèðóåì êîíå÷íîðàçíîñòíûìè îòíîøåíèÿìè

∂w2(xi, yj, tk))

∂x2
≈ wi+1,j,k − 2wi,j,k + wi−1,j,k

h2x
= L1(wi,j,k), (4.5)

∂2w(xi, yj, tk)

∂y2
=
wi,j+1,k − 2wi,j,k + wi,j−1,k

h2y
= L2(wi,j,k), (4.6)

∂2w(xi, yj, tk)

∂x∂y
≈ wi+1,j+1,k − wi−1,j,k − wi,j−1,k + wi−1,j−1,k

4hxhy
= L3(wi,j,k). (4.7)

Äëÿ óïðoùåíèÿ �îðìóë è ðàñ÷åòíûõ ñõåì äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî

hx = hy = h,

(ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ çà ñ÷åò âûáîðà ÷èñåë M è N , ïðè óñëîâèè, ÷òî a

è b ñîèçìåðèìû). Òîãäà ñåòî÷íûé áèãàðìîíè÷åñêèé îïåðàòîð áóäåò èìåòü âèä:

∆̃∆wi,j,k = ∆̃∆w(xi, yj, tk) =

1

h4
(20wi,j,k − 8(wi,j+1,k + wi+1,j,k + wi−1,j,k + wi,j−1,k)+

+2(wi+1,j+1,k + wi+1,j−1,k + wi−1,j−1,k + wi−1,j−1,k)+

(wi,j+2,k + wi+2,j,k + wi−2,j,k + wi,j−2,k)). (4.8)

Ïîñêîëüêó �óíêöèè ïðîãèáà è íàïðÿæåíèé çàâèñÿò òàêæå è îò âðåìåíè t,

òî íåÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.4) � (4.2) áóäåò èìåòü

âèä:

∆̃∆ϕi,j,k+1 = E

(
wi+1,j+1,k+1 − wi−1,j,k+1 − wi,j−1,k+1 + wi−1,j−1,k+1

4h2

)2

−

−Ewi+1,j,k+1 − 2wi,j,k+1 + wi−1,j,k+1

h2
× wi,j+1,k+1 − 2wi,j,k+1 + wi,j−1,k+1

h2
, (4.9)

D

h0
∆̃∆wi,j,k+1 = −ρwi,j,k+1 − 2wi,j,k + wi,j,k−1

h2t
+

+
ϕi,j+1,k+1 − 2ϕi,j,k+1 + ϕi,j−1,k+1

h2
× wi+1,j,k+1 − 2wi,j,k + wi−1,j,k+1

h2
+
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+
wi,j+1,k+1 − 2wi,j,k+1 + wi,j−1,k+1

h2
× ϕi+1,j,k+1 − 2ϕi,j,k+1 + ϕi−1,j,k+1

h2
−

2
wi+1,j+1,k+1 − wi−1,j,k+1 − wi,j−1,k+1 + wi−1,j−1,k+1

4h2
×

×ϕi+1,j+1,k+1 − ϕi−1,j,k+1 − ϕi,j−1,k+1 + ϕi−1,j−1,k+1

4h2
. (4.10)

Óðàâíåíèÿ (4.9) � (4.10) ñïðàâåäëèâû ïðè

2 ≤ i ≤M − 2, 2 ≤ j ≤ N − 2, k ≥ 3.

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.1) äàþò ðàâåíñòâà

w0,j,k = wM,j,k = 0, w2,j,k = 2w1,j,k, wM−2,j,k = 2wM−1,j,k, (4.11)

wi,0,k = wi,N,k = 0, wi,2,k = 2wi,1,k, wi,N−2,k = 2wi,N−1,k, (4.12)

à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.2) äàþò ïðè 0 ≤ j ≤ N, 0 ≤ i ≤M

ϕ0,j,k − 2ϕ1,j,k + ϕ2,j,k = 0, ϕM,j,k − 2ϕM−1,j,k + ϕM−2,j,k = 0, (4.13)

ϕi,0,k − 2ϕi,1,k + ϕi,2,k = 0, ϕi,N,k − 2ϕi,N−1,k + ϕi,N−2,k = 0, (4.14)

ϕi+1,2,k + ϕi−1,0,k − ϕi−1,2,k − ϕi+1,0,k = 0, (4.15)

ϕi−1,N−2,k + ϕi−1,N,k − ϕi+1,N−2,k + ϕi−1,N,k = 0, (4.16)

1 ≤ i ≤ M − 1.

ϕ2,j+1,k + ϕ0,j−1,k − ϕ0,j+1,k − ϕ2,j−1,k = 0, (4.17)

ϕM,j+1,k + ϕM,j−1,k − ϕM−2,j−1,k − ϕM,j−1,k = 0, (4.18)

1 ≤ j ≤ N − 1.

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.15) � (4.18) íå âñå ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè. Îäíè è òå

æå ðàâåíñòâà ïîëó÷àþòñÿ, åñëè â (4.15) ïîäñòàâèòü i = 1, à â (4.17) j = 1, òàêæå
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(4.16) ïðè i =M−1 ñîâïàäàåò  (4.18) ïðè j = N−1, (4.16) ïðè i = 1 ñîâïàäàåò

ñ (4.17) ïðè j = N−1, (4.16) ïðè i =M−1 ñîâïàäàåò ñ (4.17) ïðè j = N−1. Ýòî

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî �óíêöèÿ ϕ(x, y) èç óðàâíåíèé (4.4) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà

ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé à�èííîé �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ âèäà

ϕ0(x, y) = a+ bx+ cy.

ßñíî, ÷òî ìîæíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ

ϕ0,0,k = ϕM,0,k = ϕ0,N,k = ϕM,N,k = 0. (4.19)

Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìîæíî íàïèñàòü òîëüêî ëþáûå òðè ðàâåíñòâà èç ÷åòûðåõ, âûïîë-

íåíèå æå ÷åòâåðòîãî ñëåäóåò èç îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà êðîì-

êàõ ïëàñòèíû.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (4.3) äàþò ðàâåíñòâà

ϕi,j,1 = u(xi, yj), ϕi,j,2 = ϕi,j+1,1 + htv(xi, yj).

Ïóñòü óæå ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ

ϕi,j,k, wi,j,k, i ∈ 0..M, j ∈ 0..N, k ≥ 2.

Ââåäåì âåêòîðû

Φ(k) = ϕi,j,k, W (k) = wi,j,k, i ∈ 0..M, j ∈ 0..N, k ≥ 2.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.10) ïåðåïèøåì â âèäå

D

h0
∆̃∆wi,j,k+1 + ρ

wi,j,k+1

h2t
= ρ

2wi,j,k − wi,j,k−1

h2t
+

+
ϕi,j+1,k+1 − 2ϕi,j,k+1 + ϕi,j−1,k+1

h2
× wi+1,j,k+1 − 2wi,j,k + wi−1,j,k+1

h2
+

+
wi,j+1,k+1 − 2wi,j,k+1 + wi,j−1,k+1

h2
× ϕi+1,j,k+1 − 2ϕi,j,k+1 + ϕi−1,j,k+1

h2
−

2
wi+1,j+1,k+1 − wi−1,j,k+1 − wi,j−1,k+1 + wi−1,j−1,k+1

4h2
×

×ϕi+1,j+1,k+1 − ϕi−1,j,k+1 − ϕi,j−1,k+1 + ϕi−1,j−1,k+1

4h2
(4.20)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç

NLij(wi,j,k+1, ϕi,j,k+1;wi,j,k, wi,j,k)

� ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.20), à ÷åðåç

ÑLij(wi,j,k+1, ϕi,j,k+1)

ïðàâóþ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.9); (NLij, ÑL(ij) � íåëèíåéíûå îïåðàòîðû).

Òîãäà èòåðàöèîííàÿ ñõåìà áóäåò èìåòü âèä:

D

h0
∆̃∆wl+1

i,j,k+1 + ρ
wl+1
i,j,k+1

h2t
= NLij(w

l
i,j,k+1, ϕ

l
i,j,k+1;wi,j,k, wi,j,k), (4.21)

∆̃∆ϕl+1
i,j,k+1 = ÑLij(w

l
i,j,k+1, ϕ

l
i,j,k+1), (4.22)

2 ≤ i ≤M − 2, 2 ≤ j ≤ N − 2.

ïðè÷åì äîëæíû áûòü âûïîëíåííû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.11) � (4.20),

ò.å. wl+1
i,j,k+1 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâàì (4.11) � (4.12), à ϕl+1

i,j,k+1 ðàâåí-

ñòâàì (4.13) � (4.20).

Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ðàññìàòðèâàëàñü ïëàñòèíà ñî ñëåäóþ-

ùèìè ïàðàìåòðàìè:

E = 5000; ρ = 0, 3; ν = 0, 3; h = 0, 2; a = b = 10.

Â ìåòîäå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ïðè àïïðîêñèìàöèè â îáëàñòè ââîäèëàñü ñåòêà ñ

÷èñëîì òî÷åê M = 40 è N = 40 âäîëü îñåé X è Y ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ðèñ.4.1 ïîêàçàíî êàê âåäåò ñåáÿ ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è. Â êà÷åñòâå

íà÷àëüíûõ óñëîâèé áûëà ïðèíÿòà �óíêöèÿ

w0 = 0.2sin
2πx

a
sin

2πy

b
,

ãðà�èê êîòîðîé ïðåäñòàâëåí ïåðâûì (ïðè t = 0) íà ðèñ.4.1. Âèäíî, ÷òî âíà÷àëå

ýíåðãèÿ ïëàñòèíû ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó íåñêîëüêèìè áëèçêèìè ìîäàìè,

çàòåì, ïðîéäÿ ðÿä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòàäèé, ïëàñòèíà âîññòàíàâëèâàåò èñõîä-

íîå ïîëîæåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ. Òî åñòü ó÷åò íåëèíåéíûõ

ñëàãàåìûõ ïðèâîäèò ê òàê íàçûâàåìîìó ¾ý��åêòó âîçâðàòà¿. Âîññòàíîâëåíèå
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�èñ. 4.1: Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à.

íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ âïåðâûå íàáëþäàëè Ñ. Óëàì è

Ä. Ïàñòà [79℄, êîòîðûå â 1952 ãîäó ïî ïðåäëîæåíèþ Ý. Ôåðìè ðàññìàòðèâàëè àí-

ãàðìîíè÷åñêóþ öåïî÷êó èç 32 ãðóçèêîâ, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíàìè ñ íåëèíåéíîé

õàðàêòåðèñòèêîé. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ýíåðãèÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî âîçáóæäåíèÿ

ðàñïðåäåëèòñÿ ïî âñåì ãàðìîíèêàì, è óñòàíîâèòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâå-

ñèå. Íî ýòîãî íå ïðîèñõîäèëî, ïðîöåññ êîëåáàíèé íîñèë ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèé

õàðàêòåð, èñõîäíîå ñîñòîÿíèå âîññòàíàâëèâàëîñü ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ.

Ïàðàëëåëüíî áûëà ðåøåíà ëèíåéíàÿ çàäà÷à èçãèáà æåñòêèõ ïëàñòèí, êîòî-

ðàÿ ïîëó÷àåòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèé Êàðìàíà ïðè ϕ = 0:

D

h
∆∆w = −ρ∂

2w

∂t2
. (4.23)

Óðàâíåíèå (4.23) ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Åãî ðåøåíèå

ïðåäñòàâèìî â âèäå ðÿäà

w =
∑

m,n

(
Amn sin(ωmnt) +Bmn cos(ωmnt)

)
sin
(mπx

a

)
sin
(nπy

b

)
, (4.24)

ãäå ωmn � ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé.

Ôóíêöèè

wmn = sin
(mπx

a

)
sin
(nπy

b

)
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ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè áèãàðìîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà. Êîý��èöè-

åíòû Amn = 0, à Bmn îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

Bmn =
4

ab

∫ a

0

∫ b

0

w0(x, y) sin
(mπx

a

)
sin
(nπy

b

)
.

Òîãäà

w(x, y, t) =
∑

m,n

Bmn cos(ωmnt) sin
(mπx

a

)
sin
(nπy

b

)
,

ωmn =
1√
c0

(m2π2

a2
+
n2π2

b2

)
,

ãäå c0 =
S
D
. Ïîñëåäíèå �îðìóëû èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïðîâåðêè ìåòîäà êîíå÷íûõ

ðàçíîñòåé è ïîäáîðà ÷èñåë N, M.

Äëÿ M = 40 è N = 40 ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò

ïîëó÷åííîå ðåøåíèå. Íàñ èíòåðåñîâàëî ðàçëè÷èå ãðà�èêîâ ëèíåéíîé è íåëè-

íåéíîé çàäà÷ ïðè îäèíàêîâûõ ïàðàìåòðàõ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäñòàâèì ãðà�èêè ðåøåíèé ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé çà-

äà÷ ïðè îäèíàêîâûõ ïàðàìåòðàõ. Â êà÷åñòâå ïåðâîíà÷àëüíîãî ïðîãèáà âîçüìåì

w0 = 0.4sin2
πx

a
sin2

πy

b
.

t=0

�èñ. 4.2
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íåëèíåéíàÿ çàäà÷à t = 7 ëèíåéíàÿ çàäà÷à

�èñ. 4.3

íåëèíåéíàÿ çàäà÷à t = 9 ëèíåéíàÿ çàäà÷à

�èñ. 4.4

íåëèíåéíàÿ çàäà÷à t = 73 ëèíåéíàÿ çàäà÷à

�èñ. 4.5
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íåëèíåéíàÿ çàäà÷à t = 154 ëèíåéíàÿ çàäà÷à

�èñ. 4.6

Èç ãðà�èêîâ âèäíî, ÷òî â ðåøåíèÿõ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ åñòü îòëè÷èÿ.

Ïåðèîä è àìïëèòóäà êîëåáàíèé ó ëèíåéíîé çàäà÷è áîëüøå. Òàêæå îòëè÷íû �îð-

ìû êîëåáàíèé. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî öåïíûå óñèëèÿ èìåþò ñóùå-

ñòâåííîå âëèÿíèå íà êîëåáàíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí.
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Çàêëþ÷åíèå

Èòîãè èññëåäîâàíèÿ: ðåøåíû íîâûå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñèñòåì

ïðè îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåùåíèÿ:

• ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ñæèìàåìîãî ïðî-

äîëüíîé ñèëîé ñòåðæíÿ, ïðîãèá êîòîðîãî ñ îäíîé ñòîðîíû îãðàíè÷åí æåñòêèì

ïðåïÿòñòâèåì, ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ñâîáîäíîãî êðàÿ;

• ðåøåíû çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ êîëåö, íàãðóæåííûõ íîðìàëüíû-

ìè èëè öåíòðàëüíûìè ñèëàìè, è ïîäêðåïëåííûõ óïðóãèìè íèòÿìè, êîòîðûå íå

âîñïðèíèìàþò ñæèìàþùèõ óñèëèé;

• ÷èñëåííî èññëåäîâàíà çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí ïðè

îäíîñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåùåíèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñâîáîä-

íîãî êðàÿ;

• ðåøåíà çàäà÷à óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê âðàùåíèÿ â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó-

÷àå â íàèáîëåå òî÷íîé íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå ñ âû÷èñëåíèåì ðàáîòû âíåøíèõ

ñèë ïî òî÷íîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé �îðìóëå;

• ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ïðÿìî-

óãîëüíûõ ïëàñòèí â ðàìêàõ òåîðèè Êàðìàíà.

�åêîìåíäàöèè è ïåðñïåêòèâû: ðåêîìåíäàöèè ïî äàëüíåéøåìó èññëåäî-

âàíèþ íåëèíåéíûõ è êîíñòðóêòèâíî�íåëèíåéíûõ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè çàêëþ÷à-

þòñÿ â ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå áû ïîçâîëèëè îöåíèòü

çíà÷åíèå îäíîñòîðîííèõ, íåóäåðæèâàþùèõ ñâÿçåé â ñëîæíûõ êîíñòðóêöèÿõ, à

òàêæå â ïðîâåäåíèè àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, íàõîäÿ-

ùèõñÿ â æåñòêîé îáîéìå, â ñëó÷àå íåîñåñèììåòðè÷íîé äå�îðìàöèè.
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