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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ðàñïðåäåëåíèé íàïðÿæåíèé, äå�îðìàöèé è ïåðå-

ìåùåíèé âáëèçè âåðøèíû òðåùèíû ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç �óíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷

ìåõàíèêè òðåùèí, ïðåäñòàâëÿþùåé èíòåðåñ ñ òåîðåòè÷åñêîé, ýêñïåðèìåíòàëü-

íîé è âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîãèå âîïðîñû, ñâÿ-

çàííûå ñ íàõîæäåíèåì íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âáëèçè âåð-

øèíû äå�åêòà, îñòàþòñÿ îòêðûòûìè. Ñåé÷àñ â ìåõàíèêå òðåùèí è, â öåëîì, â

ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ ñëîæèëîñü ïîíèìàíèå ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ êàê ïðîöåññà

ìíîãîìàñøòàáíîãî è ìíîãîóðîâíåâîãî, äëÿ îïèñàíèÿ îñíîâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé

êîòîðîãî ñëåäóåò ïðèáåãàòü ê ìíîãîìàñøòàáíûì ìîäåëÿì [154℄. Â ðàìêàõ ìíî-

ãîóðîâíåâîãî ïîäõîäà ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ

îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé íà ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ îò âåðøèíû òðåùèíû

ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé ñ ðàçëè÷íûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäå-

íèåì. Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è â öåëîì ïðåäñòàâëåíèÿ, ðàáîòàþùèå íà

ðàçíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò êîí÷èêà òðåùèíû, ñðàùèâàþòñÿ â çîíàõ, ãäå ñïðàâåä-

ëèâû àñèìïòîòèêè ñîñåäíèõ îáëàñòåé. Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé íàïðÿæåíèé, äå�îðìàöèé

è ïåðåìåùåíèé ó êîí÷èêà òðåùèíû ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç, áàçèðó-

þùèéñÿ íà ïîäõîäàõ, ðàçâèòûõ â àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè [19, 38, 71, 72℄.

Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âáëèçè êîí÷èêà

òðåùèíû â ìàòåðèàëå ñî ñòåïåííûì çàêîíîì óïðî÷íåíèÿ ñ ïîìîùüþ àñèìïòî-

òè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïîëåé íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû

òðåùèíû è ïîñòðîåíèå âûñøèõ ïðèáëèæåíèé àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ÿâ-

ëÿëèñü ïðåäìåòîì ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò,

íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷åñêèõ ðàáîò Äæ. Õàò÷èíñîíà, Äæ. �àéñà è Äæ. �îçåíãðå-

íà äî ðàáîò ñàìîãî ïîñëåäíåãî âðåìåíè [98, 104, 115, 139, 140℄. Â öåëîì, çàäà÷è

îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû â

óñëîâèÿõ ïëàñòè÷åñêîãî äå�îðìèðîâàíèÿ è ïîëçó÷åñòè ðàññìàòðèâàëèñü Àñòà-

�üåâûì Â.È., Ëîìàêèíûì Å.Â., Ìàòâèåíêî Þ.�., Ìîðîçîâûì Å.Ì., Íèêèøêî-

âûì �.Ï., Øëÿííèêîâûì Â.Í., Anheuser M., Gross D., Hui C.Y., Huthinson J.M.,

Murakami S., Rie J.R., Rosengren G.F., Riedel H., Ruine A., Shih G.F., Zhang X.,
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Zhao J.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàí-

íîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ ýëå-

ìåíòîâ êîíñòðóêöèé â ìàòåðèàëàõ ñî ñòåïåííûìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè

è ó÷åò ïðîöåññîâ íàêîïëåíèÿ ðàññåÿííûõ ïîâðåæäåíèé âáëèçè êîí÷èêà òðåùè-

íû â ñâÿçàííîé (ïîëçó÷åñòü � ïîâðåæäåííîñòü) ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî áûëî ðåøèòü ñëåäóþùèå

çàäà÷è:

1. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî � äå-

�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû äëÿ ìàòåðèàëà ñî ñòåïåí-

íûìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ.

Ñâåäåíèå ïðîáëåìû ê íåëèíåéíîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

2. �àçðàáîòêà ÷èñëåííîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåé èç ïðî-

áëåìû îïðåäåëåíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé, äå�îðìàöèé è ïåðåìåùåíèé â îêðåñò-

íîñòè âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ â ïîëíîì

äèàïàçîíå ñìåøàííûõ �îðì äå�îðìèðîâàíèÿ îò ÷èñòîãî íîðìàëüíîãî îò-

ðûâà äî ÷èñòîãî ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà.

3. Àíàëèç ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ, îòâå÷àþùåãî ïðîáëåìå Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà (Õ��) äëÿ

ñìåøàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè ðåàëèçàöèè ïëîñêîãî íà-

ïðÿæåííîãî è ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ: ÷èñëåííîå îïðåäå-

ëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èñêóññòâåííîãî ìàëîãî ïàðàìåò-

ðà.

4. Íàõîæäåíèå âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåëèíåéíîé çàäà÷è íà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåé èç ïðîáëåìû îòûñêàíèÿ íàïðÿæåííî �

äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû ïðè ñìåøàííîì íàãðó-

æåíèè äëÿ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî è ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ.
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5. Îïðåäåëåíèå ïîëåé íàïðÿæåíèé, ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè è ïî-

ëÿ ñïëîøíîñòè âáëèçè âåðøèíû íåïîäâèæíîé òðåùèíû â óñëîâèÿõ âû-

ñîêîòåìïåðàòóðíîé ïîëçó÷åñòè ïðè ñìåøàííîì íàãðóæåíèè â ñâÿçàííîé

(ïîëçó÷åñòü � ïîâðåæäåííîñòü) ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

6. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ïîëåé íàïðÿæåíèé, ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé ïîë-

çó÷åñòè è ïîëÿ ñïëîøíîñòè â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû è îïðåäåëå-

íèå ãåîìåòðèè îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà.

7. Ïðîâåäåíèå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîí�èãóðàöèé

îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà, óãëîâûõ ðàñïðåäåëåíèé ïî-

ëåé íàïðÿæåíèé, ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè è ñïëîøíîñòè äëÿ

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ ïîëçó÷åñòè è ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íà-

ãðóæåíèÿ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è îïðå-

äåëåíèÿ íàïðÿæåííî�äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû â ñðåäå

ñ ïîâðåæäåííîñòüþ. Ïîëó÷åííûé êëàññ ðåøåíèé áàçèðóåòñÿ íà îñíîâíûõ ïîëî-

æåíèÿõ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä: ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ è êîíòèíóàëüíîé ìå-

õàíèêè ïîâðåæäåííîñòè. �åøåíèå îñíîâûâàåòñÿ íà ìåòîäîëîãèè è ïðîöåäóðàõ

àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè è ìåòîäîâ âîçìóùåíèé. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóåòñÿ

ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì è ìåòîä èñêóññòâåííîãî ìàëîãî

ïàðàìåòðà. ×èñëåííûå ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé íàéäåíû ïîñðåäñòâîì ñåìåéñòâà ìåòîäîâ �óíãå � Êóòòû � Ôåëüáåðãà è

èñïîëüçóþò êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî àíàëèçà.

Ïðåäëîæåíà íîâàÿ ïðîöåäóðà îòûñêàíèÿ âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé, ïîçâîëÿþùèõ ðàññìîòðåòü âåñü äèàïàçîí ñìåøàííûõ �îðì äå�îðìèðîâà-

íèÿ. Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåíèÿ òðåùèí íîðìàëüíîãî îòðûâà è ïîïåðå÷íîãî

ñäâèãà, ïðè èçó÷åíèè êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè è àíòè-

ñèììåòðèè, ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î ñìåøàííîì íàãðóæåíèè íà ïðîäîëæåíèè òðå-

ùèíû çàäàâàëèñü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ (îïðåäåëÿþ-

ùåãî âèä íàãðóæåíèÿ), à çàòåì çàäà÷à ðåøàëàñü äëÿ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè

ìåòîäàìè ñåìåéñòâà �óíãå � Êóòòû � Ôåëüáåðãà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ìåòîäà
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ïðèñòðåëêè, ðåàëèçîâàííûìè â ïàêåòå Mathematia. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ íåîáõî-

äèìûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ èñêîìîé �óíêöèè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà íà

ëèíèè ïðîäîëæåíèÿ òðåùèíû îñóùåñòâëÿëîñü èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äëÿ

íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ äàííîé

ïðîöåäóðû, ïðèâîäÿò ê ñõîäÿùèìñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëüíîìó êîíòóðó ãðàíè-

öàì îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà, è ìîãóò òðàêòîâàòüñÿ, êàê

íîâàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ àñèìïòîòèêà íàïðÿæåíèé ó âåðøèí òðåùèíû â óñëîâè-

ÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ

ïðîìåæóòî÷íî-àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëÿ íàïðÿæåíèé â ñâÿçàííîé

(ïîëçó÷åñòü - ïîâðåæäåííîñòü) çàäà÷å î òðåùèíå â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàïðÿ-

æåíèÿ â ìàòåðèàëå ñî ñòåïåííûìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè òåîðèè óñòà-

íîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè.

�åøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà ìàëîãî ïàðàìåòðà, ðàçâèòîãî â àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè è îñíîâàííîãî

íà ââåäåíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ðàçíîñòü ìåæäó ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèåì, îòâå÷àþùèì íåëèíåéíîé «âîçìóùåííîé» çàäà÷è, è ëè-

íåéíîé «íåâîçìóùåííîé» çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîìó çàêîíó íàêîï-

ëåíèÿ ïîâðåæäåíèé. Ïðîâåäåííîå êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé ïîçâîëèëî èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî àâòîìîäåëüíîñòè ïðîöåññà íàêîïëåíèÿ

ïîâðåæäåíèé â òâåðäîì òåëå (äëÿ ñòåïåííîãî çàêîíà íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé)

è ââåñòè íîâóþ àâòîìîäåëüíóþ ïåðåìåííóþ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà:

1. �àçðàáîòàí íîâûé ìåòîä è àëãîðèòì ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî

� äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàí-

íîãî íàãðóæåíèÿ äëÿ ïîëíîãî äèàïàçîíà ñìåøàííûõ �îðì äå�îðìèðîâà-

íèÿ.

2. �àçðàáîòàíû ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùèå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû íàõîæäå-

íèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé, ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè è ñïëîøíîñòè

äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ ïîëçó÷åñòè è ïàðàìåòðà ñìåøàííî-

ñòè íàãðóæåíèÿ.

3. Íàéäåíà íîâàÿ àñèìïòîòèêà ïîëÿ íàïðÿæåíèé ó âåðøèíû òðåùèíû âíå
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çîíû ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî äå�îð-

ìèðîâàíèÿ.

4. Ïîñòðîåíû êîí�èãóðàöèè îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà

äëÿ ïîëíîãî äèàïàçîíà ñìåøàííûõ �îðì äå�îðìèðîâàíèÿ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ òåì,

÷òî ïîëó÷åííûé êëàññ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé äàåò âîçìîæíîñòü ïðàâèëüíî

îïèñàòü ñòðóêòóðó îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû è ïîñòðîèòü êîí�èãóðàöèè

îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà, îêðóæàþùåé âåðøèíó òðåùèíû.

Ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ ïðîöåäóðû ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà ñïëîøíîñòè â ðàñ÷åòíóþ

ñõåìó ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷åííûé êëàññ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøå-

íèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí íà ïðàêòèêå äëÿ àíàëèçà íàïðÿæåííî � äå�îðìè-

ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðåàëüíûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, äëÿ ñîçäàíèÿ ñîâðåìåí-

íûõ ýêñïåðòíûõ ñèñòåì, äëÿ ðàçðàáîòêè ñîâðåìåííûõ ðåìîíòíûõ òåõíîëîãèé

ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé.

Äîñòîâåðíîñòü èçëîæåííûõ â ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñòðîãî-

ñòüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷, èñïîëüçîâàíèåì �óíäàìåíòàëüíûõ ïî-

ëîæåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àñèìï-

òîòè÷åñêîé òåîðèè è ìåòîäîâ âîçìóùåíèé è àïðîáàöèåé ðàçðàáîòàííûõ âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ è ïðîöåäóð íà ðàçëè÷íûõ ïðèìåðàõ.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëå-

äóþùèõ ðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîí�åðåíöèÿõ:

• 19th European Conferene on Frature, Frature Mehanis for Durability,

Reliability and Safety (Russia, Kazan, August 26 � 31 2012),

• Òðåòüÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ "Ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà è åå ïðè-

ëîæåíèÿ" (�îññèÿ, Ñàìàðà, 27 àâãóñòà � 1 ñåíòÿáðÿ 2012),

• XL Summer Shool � Conferene "Advaned Problems in Mehanis" (Russia,

Saint Petersburg, July 2 � 8 2012),

• Íàó÷íûé ñåìèíàð ëàáîðàòîðèè "Ôèçèêè ïðî÷íîñòè è èíòåëëåêòóàëüíûõ

äèàãíîñòè÷åñêèõ ñèñòåì" ïîä ðóêîâîäñòâîì ê. �.�ì. í. À. Þ. Âèíîãðàäî-

âà, Ò�Ó (�îññèÿ, Òîëüÿòòè, 11 èþëÿ 2013),
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• XVIII Çèìíÿÿ øêîëà ïî ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä (�îññèÿ, Ïåðìü, 18 � 22

�åâðàëÿ 2013),

• Âñåðîññèéñêàÿ êîí�åðåíöèÿ "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõà-

íèêè" , ïîñâÿùåíàÿ 75-ëåòèþ �.È. Áûêîâöåâà (�îññèÿ, Ñàìàðà, 18 � 21

àïðåëÿ 2013),

• XXI Ïåòåðáóðãñêèå ÷òåíèÿ ïî ïðîáëåìàì ïðî÷íîñòè, Ê 100�ëåòèþ ñî äíÿ

ðîæäåíèÿ Ë.Ì Êà÷àíîâà è Þ.Í. �àáîòíîâà (�îññèÿ, Ñàíêò�Ïåòåðáóðã, 15

� 17 àïðåëÿ 2014),

• IV ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ "Ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà è åå ïðèëîæå-

íèÿ" (�îññèÿ, Ñàìàðà, 25 àâãóñòà � 1 ñåíòÿáðÿ 2014),

• 20th European Conferene on Frature (Trondheim, Norway, 30th of June �

4th of July 2014),

• XIV Çèìíÿÿ øêîëà ïî ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä (�îññèÿ, Ïåðìü, 24 � 27

�åâðàëÿ 2015),

• The Seond International Conferene on Damage Mehanis (Frane, Troyes,

8 � 11 July 2015),

• XI Âñåðîññèéñêèé ñúåçä ïî �óíäàìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì ïðèêëàäíîé è

òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè (�îññèÿ, Êàçàíü, 20 � 24 àâãóñòà 2015),

• 9th European Solid Mehanis Conferene (Spain, Madrid, 6 � 10 July 2015);

• íà ðåãóëÿðíûõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êà�åäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-

âàíèÿ â ìåõàíèêå Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà,

• Íàó÷íûé ñåìèíàð Èíñòèòóòà ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä (�îññèÿ, Ïåðìü,

äåêàáðü 2015),

• Íàó÷íûé ñåìèíàð êà�åäðû Ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì è

ïðîöåññîâ Ïåðìñêîãî íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêî-

ãî óíèâåðñèòåòà (�îññèÿ, Ïåðìü, �åâðàëü 2016),
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• Îáúåäèíåííûé íàó÷íûé ñåìèíàð êà�åäðû Âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è

ìåõàíèêè è êà�åäðû Êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé Ïåðì-

ñêîãî íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà

(�îññèÿ, Ïåðìü, �åâðàëü 2016),

• Íàó÷íûé ñåìèíàð Èññëåäîâàòåëüñêîãî öåíòðà ïðîáëåì ýíåðãåòèêè Ô�-

ÁÓÍ Êàçàíñêîãî íàó÷íîãî öåíòðà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê (�îññèÿ, Êà-

çàíü, ìàðò 2016).

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà áûëà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ:

• Ïðîåêò �ÔÔÈ �13-01-97009-ð-Ïîâîëæüå-à "×èñëåííàÿ îáðàáîòêà ðåçóëü-

òàòîâ îïòîýëåêòðîííûõ èçìåðåíèé â ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ: ïîëÿðèçàöè-

îííî � îïòè÷åñêèå ìåòîäû (öè�ðîâàÿ �îòîìåõàíèêà) è òåíåâîé ìåòîä êà-

óñòèê

• Ïðîåêò �ÔÔÈ �12-08-00390-à "�àçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåëè-

íåéíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ è ïîâðåæäåííîñòè ìàòåðèàëîâ è ïðîãíîçèðîâà-

íèå íà èõ îñíîâå ïðî÷íîñòè è äîëãîâå÷íîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé".

• Ïðîåêò "Ìíîãîñêåéëèíãîâûå ìîäåëè ïðîöåññîâ ðàçðóøåíèÿ è íåëèíåé-

íîãî äå�îðìèðîâàíèÿ îáðàçöîâ ñ òðåùèíàìè äëÿ àíàëèçà è ïðîãíîçèðî-

âàíèÿ ïðî÷íîñòè è äîëãîâå÷íîñòè ýëåìåíòîâ àâèàöèîííûõ êîíñòðóêöèé

â ïðîöåññå èõ äëèòåëüíîé ýêñïëóàòàöèè". Ïðîãðàììà ïîâûøåíèÿ êîíêó-

ðåíòîñïîñîáíîñòè �åäåðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî àâòîíîìíîãî îáðàçîâà-

òåëüíîãî ó÷ðåæäåíèÿ âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ "Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé

àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè àêàäåìèêà Ñ. Ï. Êîðîëåâà (íàöèî-

íàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò)" ñðåäè âåäóùèõ ìèðîâûõ íà-

ó÷íî � îáðàçîâàòåëüíûõ öåíòðîâ íà 2013 � 2020 ãã.

Ëè÷íûé âêëàä. Àâòîð ïðèíèìàë àêòèâíîå ó÷àñòèå â ðàçðàáîòêå è ðåàëèçà-

öèè íîâîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà îòûñêàíèÿ âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

â íåëèíåéíîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåé èç ïðîáëåìû îïðå-

äåëåíèÿ íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû â ìà-

òåðèàëå ñî ñòåïåííûìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî
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äå�îðìèðîâàíèÿ; â ïîñòðîåíèè óãëîâûõ ðàñïðåäåëåíèé êîìïîíåíò òåíçîðà íà-

ïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé âáëèçè êîí÷èêà òðåùèíû äëÿ íîâîé íàéäåííîé àñèìï-

òîòèêè è ïîñòðîåíèè êîí�èãóðàöèè îáëàñòåé äèñïåðãèðîâàííîãî ìàòåðèàëà ñ

èñïîëüçîâàíèåì íîâîé àñèìïòîòèêè äàëüíåãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé ó âåðøèíû òðå-

ùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. �àçðàáîòêà ÷èñëåííîãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåé èç ïðî-

áëåìû îïðåäåëåíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé, äå�îðìàöèé è ïåðåìåùåíèé â îêðåñò-

íîñòè âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ â ïîëíîì

äèàïàçîíå ñìåøàííûõ �îðì äå�îðìèðîâàíèÿ îò ÷èñòîãî îòðûâà äî ïîïå-

ðå÷íîãî ñäâèãà.

2. Àíàëèç ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ, îòâå÷àþùåãî ïðîáëåìå Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà äëÿ ñìå-

øàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè ðåàëèçàöèè ïëîñêîãî íàïðÿ-

æåííîãî è ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ: ÷èñëåííîå îïðåäåëåíèå

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èñêóññòâåííîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà.

3. Íàõîæäåíèå âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåëèíåéíîé çàäà÷è íà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåé èç ïðîáëåìû îòûñêàíèÿ íàïðÿæåííî �

äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû ïðè ñìåøàííîì íàãðó-

æåíèè äëÿ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî è ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ.

4. Îïðåäåëåíèå ïîëåé íàïðÿæåíèé, ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè è ïî-

ëÿ ñïëîøíîñòè âáëèçè âåðøèíû íåïîäâèæíîé òðåùèíû â óñëîâèÿõ âû-

ñîêîòåìïåðàòóðíîé ïîëçó÷åñòè ïðè ñìåøàííîì íàãðóæåíèè â ñâÿçàííîé

ïîñòàíîâêå çàäà÷è (ïîëçó÷åñòü � ïîâðåæäåííîñòü).

5. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ïîëåé íàïðÿæåíèé, ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé ïîë-

çó÷åñòè è ïîëÿ ñïëîøíîñòè â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû è îïðåäåëå-

íèå ãåîìåòðèè îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà.
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6. Ïðîâåäåíèå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî èññëåäîâàíèþ êîí�èãóðàöèé îá-

ëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà, óãëîâûõ ðàñïðåäåëåíèé ïî-

ëåé íàïðÿæåíèé, ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè è ñïëîøíîñòè äëÿ

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ ïîëçó÷åñòè è ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íà-

ãðóæåíèÿ.

Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ðàç-

ðóøåíèÿ äëÿ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè â ìàòåðèàëàõ ñî

ñòåïåííûìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè è îïðåäåëåíèþ âñåãî ñïåêòðà ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé â çàäà÷å îòûñêàíèÿ íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ âáëèçè âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ îáðàçöà

ñ òðåùèíîé â ïîëíîì äèàïàçîíå ñìåøàííûõ �îðì äå�îðìèðîâàíèÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâåäåíû êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå äàííûå î ïðîáëåìàõ

ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè ñ òðåùèíîé, òåîðåòè÷åñêèå ñâå-

äåíèÿ èç ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé

òåìàòèêè è ïîêàçàíî, ÷òî ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïðî-

öåññ ìíîãîìàñøòàáíûé è ìíîãîóðîâíåâûé, äëÿ îïèñàíèÿ îñíîâíûõ çàêîíîìåð-

íîñòåé êîòîðîãî ñëåäóåò ïðèáåãàòü ê ìíîãîìàñøòàáíûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäå-

ëÿì.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðåäëîæåí ìåòîä îòûñêàíèÿ âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé â íåëèíåéíîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåé èç ïðîáëå-

ìû îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû òðåùè-

íû â ìàòåðèàëå ñî ñòåïåííûìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè â óñëîâèÿõ ñìå-

øàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ. Íàéäåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûå îò ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé, îòâå÷àþùèõ çàäà÷å Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà â

óñëîâèÿõ ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Òàê æå ïðèâåäåíû ðåçóëüòà-

òû àñèìïòîòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùèõ èç ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàí-

íîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ â ïîë-

íîì äèàïàçîíå âèäîâ ñìåøàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ îò íîðìàëüíîãî îòðûâà äî

ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà.

Â òðåòüåé ãëàâå ïîñòðîåíû óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íà-
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ïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé âáëèçè êîí÷èêà òðåùèíû äëÿ íîâîé íàéäåííîé àñèìï-

òîòèêè â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòè

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþò àñèìïòîòèêó äàëüíåãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé â

ñâÿçàííîé çàäà÷å î òðåùèíå â ñðåäå ñ ïîâðåæäåííîñòüþ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì íî-

âîé àñèìïòîòèêè äàëüíåãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé ó âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ

ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ ïîñòðîåíû êîí�èãóðàöèè îáëàñòåé äèñïåðãèðîâàííîãî

ìàòåðèàëà.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìîòðåíà çàäà÷à îòûñêàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿ-

æåíèé è ñïëîøíîñòè ó âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî

ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåí-

íûì �óíêöèÿì. Ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî � äå�îðìèðî-

âàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðåäóöèðóåòñÿ ê íåëèíåéíîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ, ÷èñëåííîå ðåøåíèå êîòîðîé ïîëó÷åíî. �àçâèò ÷èñëåííûé ìåòîä íàõîæäå-

íèÿ âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è. Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä ïðè-

ìåíåí ê àíàëèçó ïîëåé íàïðÿæåíèé è ñïëîøíîñòè ó âåðøèíû òðåùèíû â ñðåäå

ñ ïîâðåæäåííîñòüþ. Ïðèíÿòà ãèïîòåçà î ñóùåñòâîâàíèè îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïî-

âðåæäåííîãî ìàòåðèàëà è ñ ïîìîùüþ àâòîìîäåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ

íàéäåíà åå ãåîìåòðèÿ.

Â ïÿòîé ãëàâå ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â íåëèíåéíîé çàäà÷å íà ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåé èç ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî � äå-

�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû â ìàòåðèàëå ñî ñòåïåííûìè

îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ, íàé-

äåí ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âîçìóùåíèé (ìåòîä èñêóññòâåííîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà).

Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà äàåò ý��åêòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåëèíåéíîé çàäà÷è, ñëåäóþùåé èç ïðîáëåì íåëèíåéíîé

ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. Ñìåøàííîå äå�îðìèðîâàíèå ïëàñòèíû ñ äå�åêòîì ïðè-

âîäèò ê íîâîìó êëàññó íåëèíåéíûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó

àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ñëó÷àå ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ íà÷èíàåò

ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ. Ìåòîä âîçìóùå-

íèé ïîçâîëÿåò íàéòè âåñü ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è, êîòîðûå ìîãóò

áûòü óòî÷íåíû ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.
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1. �ëàâà 1. Î ñìåøàííîì íàãðóæåíèè ýëåìåíòà

êîíñòðóêöèè ñ òðåùèíîé

1.1. Î ñìåøàííîì íàãðóæåíèè ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè ñ

òðåùèíîé: êðàåâûå çàäà÷è è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

�åàêöèÿ òâåðäîãî òåëà íà î÷åíü áîëüøóþ íàãðóçêó ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå áîëü-

øîé åãî äå�îðìàöèè è (èëè) ðàçðóøåíèÿ. ßâëåíèå ðàçðóøåíèÿ, ò. å. ïîòåðÿ

ñöåïëåíèÿ ìåæäó ÷àñòÿìè äàííîãî òåëà, � ãëàâíûé ïðåäìåò èññëåäîâàíèé â

ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ, êîòîðûé ñ îäíîé ñòîðîíû, ñâÿçàí ñ èçó÷åíèåì ìèêðîìå-

õàíèçìîâ ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ îáîñíîâàíèåì êðèòåðèåâ

ðàçðóøåíèÿ è ïðîãíîçàìè ðàçâèòèÿ ðàçðóøåíèÿ íà ìàêðîóðîâíå [9, 20, 33, 34,

35, 69, 102℄.

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî

òåëà ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ïðî÷íîñòè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, ðàáîòàþùèõ â ðåàëü-

íûõ óñëîâèÿõ ýêñïëóàòàöèè. Ñðåäè ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ïðî÷íîñòü

ìàòåðèàëà, âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òðåùèíîñòîéêîñòü. Ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ÿâëåíèé, êîòîðûé íà÷èíàåòñÿ ãîðàçäî ðàíüøå, ÷åì

ïîÿâÿòñÿ ïåðâûå âèçóàëüíî çàìåòíûå òðåùèíû. Â ìàòåðèàëå, êàê ïðàâèëî, ñî-

äåðæàòñÿ äå�åêòû ñòðóêòóðû, ïóñòîòû, ðàêîâèíû, âêðàïëåíèÿ äðóãèõ ìàòå-

ðèàëîâ, êîòîðûå ñî âðåìåíåì ìîãóò ïðåâðàòèòüñÿ â ìàêðîäå�åêòû (òðåùèíû,

ïîëîñòè).

Â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè òðåùèíû â äåòàëè ìîãóò

ïîÿâèòüñÿ è èç�çà êîíñòðóêòîðñêèõ ïðîñ÷åòîâ. Ïîÿâèâøàÿñÿ â êîíñòðóêöèè òðå-

ùèíà, åñëè îíà íå áóäåò îáíàðóæåíà âîâðåìÿ, ìîæåò ïðèâåñòè ê êàòàñòðî�è-

÷åñêèì ïîñëåäñòâèÿì [18, 154℄. Äëÿ âûÿâëåíèÿ òàêîãî ðîäà ñêðûòûõ äå�åê-

òîâ íåîáõîäèì ïîñòîÿííûé êîíòðîëü óÿçâèìûõ ìåñò êîíñòðóêöèè. Êðîìå òîãî,

ïðè÷èíîé ðàçðóøåíèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè â ðåçóëüòàòå ïîÿâëåíèÿ òðåùèí

ìîãóò áûòü êîððîçèÿ è ñòàðåíèå ìàòåðèàëà. Íåîáîñíîâàííîå ïðîäëåíèå ñðîêà

ýêñïëóàòàöèè êîíñòðóêöèè ÷ðåâàòî ðàçëè÷íîãî ðîäà àâàðèÿìè [10, 19, 41, 120℄.

�àçðóøåíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü âíåçàïíî, áåç "ïðåäîñòåðåæåíèÿ" â âèäå

áîëüøèõ äå�îðìàöèé. Òàêàÿ ðåàêöèÿ âîçìîæíà äàæå â ìàòåðèàëàõ, îáëàäàþ-
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ùèõ âûñîêîé ïëàñòè÷íîñòüþ. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ïîâåäåíèå íåæåëàòåëüíî è

èíîãäà ìîæåò ïðèâåñòè ê êàòàñòðî�è÷åñêèì ïîñëåäñòâèÿì � ýòî îáñòîÿòåëüñòâî

ïîñëóæèëî äâèæóùèì ìîòèâîì áîëüøîãî êîëè÷åñòâà èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåí-

íûõ â ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ.

Ìåòîäû ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïî�íîâîìó ïîäõîäèòü ê âûáîðó

êîíñòðóêöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è ïðîåêòèðîâàíèþ êîíñòðóêöèé, äîáèâàÿñü íå

ñòîëüêî òîãî, ÷òîáû â íèõ íå ïîÿâëÿëèñü òðåùèíû (÷òî äëÿ ñëîæíûõ òåõíè-

÷åñêèõ ñèñòåì ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî), à ãëàâíûì îáðàçîì, ÷òîáû íå ïðîèñ-

õîäèëî èõ ðàçâèòèå.

Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ðàñïðåäåëåíèé íàïðÿæåíèé, äå�îðìàöèé è ïåðå-

ìåùåíèé âáëèçè âåðøèíû òðåùèíû ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç �óíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷

ìåõàíèêè òðåùèí [12, 19, 37, 71, 72℄. Âåðøèíà òðåùèíû ìîæåò íàõîäèòüñÿ â

óïðóãîì ìàòåðèàëå, ïëàñòè÷åñêîé çîíå èëè çîíå, çàíÿòîé äå�îðìàöèÿìè ïîë-

çó÷åñòè; êîí÷èê òðåùèíû ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ëèíèè ðàçäåëà íåñêîëüêèõ èçî-

òðîïíûõ èëè àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ [36, 38, 120℄. Âñå ïåðå÷èñëåííûå �àê-

òîðû óñëîæíÿþò îïðåäåëåíèå ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé âáëèçè óñòüÿ òðåùèíû è äî

íàñòîÿùåãî âðåìåíè ìíîãèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ íàõîæäåíèåì íàïðÿæåííî

� äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â íåëèíåéíîé ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ, îñòàþòñÿ

îòêðûòûìè. Òàê, â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ìåõàíèêå òðåùèí è â öåëîì â ìåõàíèêå

ðàçðóøåíèÿ ñëîæèëîñü ïîíèìàíèå ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ êàê ïðîöåññà ìíîãî-

ìàñøòàáíîãî è ìíîãîóðîâíåâîãî, äëÿ îïèñàíèÿ îñíîâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé êî-

òîðîãî ñëåäóåò ïðèáåãàòü ê ìíîãîìàñøòàáíûì ìîäåëÿì [95, 96, 142, 143, 144℄.Â

ðàìêàõ ìíîãîóðîâíåâîãî ïîäõîäà ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ðàçëè÷íûõ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé íà ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ îò âåðøè-

íû òðåùèíû ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé ñ ðàçëè÷íûì àñèìïòî-

òè÷åñêèì ïîâåäåíèåì. Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ çàäà÷è â öåëîì ïðåäñòàâëåíèÿ,

ðàáîòàþùèå íà ðàçíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò êîí÷èêà òðåùèíû, ñðàùèâàþòñÿ â çîíàõ,

ãäå ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòèêè ñîñåäíèõ îáëàñòåé. Äëÿ ïîíèìàíèÿ ìíîãîóðîâ-

íåâîãî èëè ìíîãîìàñøòàáíîãî ïîäõîäà öåëåñîîáðàçíî îáðàòèòüñÿ ê èñõîäíûì

ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì, èñïîëüçóåìûì êàê â òåîðèè ìåõàíèêè òðåùèí, òàê

è â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå [7, 150℄. Â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ñ ïî-

ìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé ïîñòðîåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé,
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ñòàâøèõ êëàññè÷åñêèìè â ìåõàíèêå õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ. Ïîýòîìó, îáðàùàÿñü

ê ñîâðåìåííûì ìåòîäàì îöåíêè íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó

âåðøèíû òðåùèíû â ìàòåðèàëàõ ñ íåëèíåéíûìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿ-

ìè, åñòåñòâåííî ñíà÷àëà îáðàòèòüñÿ ê ðåçóëüòàòàì àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà

ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, èáî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñðåäñòâàìè àñèìïòî-

òè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, ñëóæàò òåîðåòè÷åñêèì îñíîâà-

íèåì èíæåíåðíîé ïðàêòèêè.

1.2. Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé ìåõà-

íèêè ðàçðóøåíèÿ

Â ðàçëè÷íûõ òî÷íûõ ðåøåíèÿõ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè îáíàðóæèâàåòñÿ

ñèíãóëÿðíûé õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé [120℄. Ñèí-

ãóëÿðíûé õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ïîÿâëÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè êðà-

åâûõ çàäà÷ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ òàêèõ îáëàñòåé, êàê äâóãðàííûé

óãîë, äëÿ îáëàñòåé, ñîäåðæàùèõ ëèíèþ ðàçäåëà äâóõ è áîëåå ñðåä. Ñ �èçè÷å-

ñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòü ïîëÿ íàïðÿæåíèé ñîîòâåòñòâóåò òåì çîíàì, â

êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ íàïðÿæåíèé, ïðèâîäÿùàÿ ê íåîáðàòèìûì

äå�îðìàöèÿì (ê ðàçâèòèþ ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ è äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè) è,

â êîíå÷íîì èòîãå, ðàçðóøåíèþ ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè èëè îáðàçöà. Âñëåäñòâèå

óêàçàííûõ ïðè÷èí îêðåñòíîñòü âåðøèíû òðåùèíû èëè óãëîâîãî âûðåçà ñòà-

ëà ïðåäìåòîì èíòåíñèâíûõ èññëåäîâàíèé ñ êîíöà 18 âåêà. Ïî âñåé âèäèìîñòè,

ïåðâûé ïðèìåð ñèíãóëÿðíîñòè ïîëÿ íàïðÿæåíèé â ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè

äàåò çàäà÷à î ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëå, äåéñòâóþùåé íà ïðÿìîëèíåéíóþ ãðàíèöó

áåñêîíå÷íî áîëüøîé ëèíåéíîé óïðóãîé ïëàñòèíû (çàäà÷à Ôëàìàíà) [67, 113℄.

Ñóùåñòâóåò �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Ôëàìàíà, íàçûâàåìîå ïðîñòûì

ðàäèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì íàïðÿæåíèé. Ëþáîé ýëåìåíò ðàñïîëîæåííûé íà

ðàññòîÿíèè r îò òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû, ïîäâåðãàåòñÿ ïðî-

ñòîìó ñæàòèþ â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè. Êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé è

ïîëå ïåðåìåùåíèé îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ýòîì âûðàæåíèÿìè

σrr = −2P cos θ/(πr), σθθ = σrθ = 0, ur(θ = 0) = (2P/(πE)) ln r + B. (1.1)

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ôëàìàíà ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîñòü êàê
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ïîëÿ íàïðÿæåíèé, òàê è ïîëÿ äå�îðìàöèé â òî÷êå ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè. Áîëåå

òîãî, ýòà îñîáåííîñòü ïîëÿ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé âåäåò ê íåèíòåãðèðóåìîé

îñîáåííîñòè ýíåðãèè äå�îðìàöèè:

W = lim
ε→0




π/2∫

−π/2

R∫

ε

σ2
rr

2E
rdr


 = lim

ε→0

(
P 2

πE
ln
R

ε

)
. (1.2)

Ïîëå íàïðÿæåíèé (1.1) îáëàäàåò îñîáåííîñòüþ âèäà 1/r ïðè r → 0. Ìàòåìà-

òè÷åñêè, ðåøåíèå (1.1) êðàåâîé çàäà÷è ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè î ñîñðåäîòî-

÷åííîé ñèëå, äåéñòâóþùåé íà ïðÿìîëèíåéíîé ãðàíèöå, ïðèâîäèò ê ïàðàäîêñó,

ïîñêîëüêó ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò âñåì �óíäàìåíòàëüíûì óðàâíåíèÿì ëè-

íåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, îäíàêî, â òî æå ñàìîå âðåìÿ íàðóøàåò óïðîùàþùèå

ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðèíèìàåìûå â ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè: íàïðÿæåíèÿ íå

äîëæíû ïðåâûøàòü ïðåäåëà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìàòåðèàëà; ãðàäèåíòû ïåðå-

ìåùåíèé äîëæíû áûòü ìàëû; íàãðóçêè äîëæíû äåéñòâîâàòü íà íåäå�îðìèðó-

åìîé ïîâåðõíîñòè â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà íàãðóæåíèÿ. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ óêà-

çàííûõ ñëîæíîñòåé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàëàÿ îáëàñòü ìàòåðèàëà, ïðèìûêàþ-

ùàÿ ê òî÷êå ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè, äå�îðìèðóåòñÿ ïëàñòè÷åñêè è íàáëþäàåòñÿ

ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå âáëèçè òî÷êè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè. Äðóãàÿ îñîáåííîñòü

çàäà÷è Ôëàìàíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åå ðåøåíèå ïîñëóæèëî îñíîâîé äëÿ

äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîëåé íàïðÿæåíèé â ëèíåéíî

óïðóãèõ òåëàõ. Â 1907 ã. Ê. Âèãõàðäò âïåðâûå îáðàòèëñÿ ê çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ

ïîëÿ íàïðÿæåíèé âáëèçè óãëîâîãî âûðåçà, íàãðóæåííîãî äâóìÿ ñîñðåäîòî÷åí-

íûìè ñèëàìè. Èìåííî Ê. Âèãõàðäò, ðåøàÿ îáîáùåííóþ çàäà÷ó Ôëàìàíà, îáíà-

ðóæèë �àêòîðèçàöèþ ïîëÿ íàïðÿæåíèé: ïîëå íàïðÿæåíèé ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíî â âèäå �óíêöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ �óíêöèé,

îäíà èç êîòîðûõ çàâèñèò îò r, òîãäà êàê äðóãàÿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ïîëÿðíî-

ãî óãëà θ. Äëÿ ñëó÷àÿ òðåùèíû Ê. Âèãõàðäò îáíàðóæèë êîðíåâóþ îñîáåííîñòü

ïîëÿ íàïðÿæåíèé è íà÷àë äèñêóññèþ, êàñàþùóþñÿ îáîñíîâàíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè

ïîëÿ íàïðÿæåíèé ó âåðøèíû òðåùèíû â ëèíåéíî óïðóãîì ìàòåðèàëå. Â 1933

ã. Äæ. Áðàòö [101℄ îïóáëèêîâàë ñòàòüþ, â êîòîðîé íàéäåíî ïîëå íàïðÿæåíèé ó

âåðøèíû îñòðîãî âûðåçà. Â òî âðåìÿ, êîãäà ðàáîòà Ê. Âèãõàðäà áûëà ïîëíîñòüþ

çàáûòà, Äæ. Áðàòö âîñïîëüçîâàëñÿ èäååé �îí Êàðìàíà î ââåäåíèè �óíêöèè íà-
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ïðÿæåíèÿ Ýðè. Äæ. Áðàòö ïðîäåìîíñòðèðîâàë âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ

íàïðÿæåíèé â óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå (â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è) ñ

îáùèì ðàñïðåäåëåíèåì íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ óñèëèé, çàäàííûõ íà ãðà-

íèöå óïðóãîé îáëàñòè. Äæ. Áðàòö îáîáùèë ïîäõîä �îí Êàðìàíà, ïîêàçàâ, ÷òî

ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíèì ê ëþáîé êëèíîâèäíîé îáëàñòè, íàãðóæåííîé íîð-

ìàëüíûìè è êàñàòåëüíûìè óñèëèÿìè íà ïðÿìîëèíåéíûõ ãðàíèöàõ. Â 1933 ã.

Âåñòåðãààðä îïóáëèêîâàë ðàáîòó, ïîñâÿùåííóþ àíàëèçó íàïðÿæåíèé ó âåðøè-

íû òðåùèíû â áåòîííûõ ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèé â ñëó÷àå èçãèáà. Â åãî ñòàòüå,

ÿâëÿþùåéñÿ, ïî âñåé âèäèìîñòè, îäíîé èç ïåðâûõ ïîïûòîê èñïîëüçîâàíèÿ ìå-

õàíèêè ðàçðóøåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ êâàçèõðóïêèõ ìàòåðè-

àëîâ, áûëî ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè

Φ(r, θ) =
∞∑

m=1

Kmr
m+3/2

2(m+ 1/2)(m+ 3/2)
×

× [(m− 1/2) sin(m+ 3/2)θ − (m+ 3/2) sin(m− 1/2)θ] .

(1.3)

Íåñìîòðÿ íà óïîìÿíóòûå ïèîíåðñêèå ðàáîòû â îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ àñèìïòî-

òè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ëèíåéíîé ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ, â ïîëíîé ìåðå âîçìîæíîñòü

ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â ðåøåíèè çàäà÷ äëÿ êëèíîâèäíûõ îáëàñòåé áûëà ðàñ-

êðûòà Ì. Óèëüÿìñîì [156, 157℄, ïðåäëîæèâøèì ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåí-

íûì �óíêöèÿì �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè, êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé è

âåêòîðà ïåðåìåùåíèé. Èìåííî â åãî ðàáîòàõ [156, 157℄ �óíêöèÿ íàïðÿæåíèé

Ýðè áûëà ïðåäñòàâëåíà â �îðìå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ �óíêöèé, îäíà èç êîòîðûõ

çàâèñåëà îò ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîé r (r � ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû êëèíà äî

ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè), à âòîðàÿ çàâèñåëà îò ïîëÿðíîãî óãëà θ :

Φ(r, θ) =
∑

j

rλj+1fj(θ, λj), (1.4)

ãäå λj è fj(θ) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå �óíê-

öèè, îïðåäåëÿåìûå èç ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ñðàâíèòåëüíàÿ

ïðîñòîòà è ëåãêîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (1.4) ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ

çàäà÷ ìåõàíèêè òðåùèí áûëè âàæíûì àñïåêòîì, êîòîðûé îáóñëîâèë øèðîêîå

ðàñïðîñòðàíåíèå ýòîãî ïîäõîäà [150℄. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ïðèðîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â ðåøåíèè çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê áèãàðìîíè÷å-

ñêîìó óðàâíåíèþ, áûëà óæå óñòàíîâëåíà â ìåõàíèêå ëèíåéíî âÿçêîé æèäêîñòè



19

ïðè èçó÷åíèè äâóìåðíîãî òå÷åíèÿ Ñòîêñà � òå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèä-

êîñòè, êîòîðîå ìîæåò áûòü îïèñàíî ïîñðåäñòâîì �óíêöèè òîêà, óäîâëåòâîðÿþ-

ùåé áèãàðìîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Â ìåõàíèêå æèäêîñòè è ãàçà ïðèìåíèòåëüíî

ê áèãàðìîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî �óíêöèè òîêà ìåòîä ðàçëîæå-

íèÿ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì áûë ïðåäëîæåí Äèíîì è Ìîíòàãîíîì [110℄. Îíè

ïðèëîæèëè ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì ê çàäà÷àì î äâèæå-

íèè ëèíåéíî âÿçêîé æèäêîñòè âáëèçè óãëîâûõ îáëàñòåé, ÷òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî � äå�îðìè-

ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âáëèçè óãëîâûõ âûðåçîâ â ëèíåéíî óïðóãèõ ìàòåðèàëàõ.

Óïîìÿíóòûå ðàáîòû [105℄, ïîñâÿùåííûå ïîñòðîåíèþ àñèìïòîòèê ìåõàíè÷åñêèõ

ïîëåé áëèçè òðåùèí è óãëîâûõ âûðåçîâ, îáåñïå÷èëè îñíîâó äëÿ îòâåòà íà �óí-

äàìåíòàëüíûå âîïðîñû ìåõàíèêè òðåùèí: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ òðåùèíà ïîëó-

÷àåò âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ è ïðîäîëæàåò ðàñòè? Ê.Âèãõàðäò â ñâîåé

ðàáîòå ñ�îðìóëèðîâàë ñëåäóþùèå âîïðîñû: ïðè êàêîì çíà÷åíèè ñîñðåäîòî÷åí-

íîé ñèëû P äëÿ ìàòåðèàëà ñ çàäàííûìè óïðóãèìè è ïðî÷íîñòíûìè ñâîéñòâàìè

íà÷íåòñÿ ðàçðóøåíèå ìàòåðèàëà, â êàêîì ìåñòå è â êàêîì íàïðàâëåíèè áóäåò

ðàçâèâàòüñÿ ðàçðóøåíèå?

1.3. Êðàòêèå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ èç íåëèíåéíîé ìå-

õàíèêè ðàçðóøåíèÿ

Â ñîâðåìåííîé íåëèíåéíîé ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðî-

ñòðàíåííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âáëè-

çè âåðøèíû òðåùèíû êàê â ëèíåéíî óïðóãèõ ìàòåðèàëàõ, òàê â ìàòåðèàëàõ ñ

íåëèíåéíûìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ñîá-

ñòâåííûì �óíêöèÿì [115, 116℄, âîñõîäÿùèé ê ðàáîòàì Ì. Óèëüÿìñà [156, 157℄,

â êîòîðûõ âïåðâûå áûëî èñïîëüçîâàíî ðàçëîæåíèå �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè

â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ðàññòîÿíèÿ îò êîí÷èêà òðåùèíû èëè âåðøèíû óãëîâîãî âû-

ðåçà â ëèíåéíî óïðóãîì ìàòåðèàëå (ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì). Â

ñòàâøèõ êëàññè÷åñêèìè ðàáîòàõ Äæ. �àéñà, Äæ. �îçåíãðåíà è Äæ. Õàò÷èíñî-

íà [117, 118, 133℄ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ

íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû
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â ìàòåðèàëå ñ îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè �àìáåðãà � Îñãóäà ε = σ/E +ασn

ðàçûñêèâàëîñü â �îðìå

σij(r, θ) = Kr−1/(n+1)σ̃ij(θ), σe(r, θ) = Kr−1/(n+1)σ̃e(θ),

εpij(r, θ) = αKnr−1/(n+1)ε̃ij(θ), ui(r, θ) = αKnr1/(n+1)ũi(θ).
(1.5)

Ñ òåõ ïîð àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ó êîí÷èêà

òðåùèíû ñòàë íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ â ìåõàíèêå ðàç-

ðóøåíèÿ [104, 120℄. Òîëüêî â ñàìîå ïîñëåäíåå âðåìÿ ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ñîá-

ñòâåííûì �óíêöèÿì ïîëåé íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé ó âåðøèíû òðåùèíû

èëè óãëîâîãî âûðåçà áûë ïðèìåíåí â öåëîì ðÿäå èññëåäîâàíèé [99, 115, 131℄.

Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ âáëèçè êîí÷èêà

òðåùèíû â ìàòåðèàëå ñî ñòåïåííûì çàêîíîì óïðî÷íåíèÿ ñ ïîìîùüþ àñèìïòî-

òè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïîëåé íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû

òðåùèíû è ïîñòðîåíèå âûñøèõ ïðèáëèæåíèé àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ÿâ-

ëÿëèñü ïðåäìåòîì ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò,

íà÷èíàÿ ñ êëàññè÷åñêèõ ðàáîò Äæ. Õàò÷èíñîíà, Äæ. �àéñà è Äæ. �îçåíãðåíà

[117, 118, 133℄ äî ðàáîò ñàìîãî ïîñëåäíåãî âðåìåíè [55, 56, 60, 70, 71, 72, 73, 74,

75, 105, 115, 131, 142, 143, 144, 139, 140, 150℄.

Â ðàáîòàõ Äæ. Õàò÷èíñîíà, Äæ. �àéñà è Äæ. �îçåíãðåíà [118, 133℄ ïîêàçà-

íî, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåí-

ñòâîì

σij(r, θ) =

(
J

BInr

)1/(n+1)

σ̃ij(θ, n), (1.6)

ãäå J � èíâàðèàíòíûé èíòåãðàë ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ; r, θ � ïîëÿðíûå êîîð-

äèíàòû ñ ïîëþñîì â âåðøèíå òðåùèíû; B, n � ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû ñòå-

ïåííîãî çàêîíà óïðî÷íåíèÿ; In = In(n) � áåçðàçìåðíûé J-èíòåãðàë; σ̃ij(θ) �

óíèâåðñàëüíîå óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé, îïðåäåëÿåìîå èç ðåøåíèÿ

êðàåâîé çàäà÷è.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü âàæíîñòü è àêòóàëüíîñòü ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ àñèìïòî-

òè÷åñêîãî àíàëèçà è èõ ïðèëîæåíèé ê ðåøåíèþ íåëèíåéíûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ â ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà [91, 92℄ è, â ÷àñòíîñòè,

â íåëèíåéíîé ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ è êîíòèíóàëüíîé ìåõàíèêå ïîâðåæäåííî-

ñòè [95, 124, 154℄. Â íåëèíåéíîé ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî
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ïðèìåíÿåìûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì

[59, 61, 62, 124, 146, 147, 148, 154℄, êîòîðûé ïðèâîäèò ê íåëèíåéíûì çàäà÷àì íà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ðåøåíèå êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ

ðàçâèòûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ÷èñëåííûõ ïîäõîäîâ è èõ ñî÷åòàíèÿ. Íà-

ïðèìåð, â [61, 62, 124, 146, 147, 148, 154℄ ïîêàçàíî, ÷òî íàêîïëåíèå ïîâðåæäåíèé

âáëèçè êîí÷èêà òðåùèíû ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàí-

íîãî ñîñòîÿíèÿ âáëèçè äå�åêòà è ê áîëåå ñëàáîé îñîáåííîñòè ïîëÿ íàïðÿæå-

íèé èëè ê åå ïîëíîìó óñòðàíåíèþ. Îïðåäåëåíèå íîâîé ðàäèàëüíîé àñèìïòîòè-

êè ïîëåé íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé (èëè ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé) ñâîäèòñÿ ê

íåëèíåéíûì çàäà÷àì íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, òùàòåëüíîå êà÷åñòâåííîå èññëå-

äîâàíèå êîòîðûõ è ñîñòàâëÿåò ñóòü ïðîáëåìû è îáåñïå÷èâàåò ðåøåíèå çàäà÷è

â öåëîì. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì ïðè ïîñòðîåíèè

àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé âòîðîãî ðîäà [95, 96℄ è ñâÿçàííûõ ñ íèìè íåëèíåéíûõ

çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ [2, 61, 62, 95℄.

1.4. Ñìåøàííîå äå�îðìèðîâàíèå ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè

ñ äå�åêòîì

Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû îòâåòñòâåííûõ êîíñòðóêöèé, íàõîäÿùèõñÿ â ðåàëüíûõ

ýêñïëóàòàöèîííûõ óñëîâèÿõ, ïîäâåðæåíû äåéñòâèþ ñëîæíûõ ñèñòåì ìåõàíè÷å-

ñêèõ íàãðóçîê, õàðàêòåðíîé äëÿ íèõ ÿâëÿåòñÿ ýêñïëóàòàöèÿ â óñëîâèÿõ ñëîæ-

íîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè íàëè÷èè ðàçëè÷íûì îáðàçîì îðèåíòèðîâàí-

íûõ äå�åêòîâ. Ïîýòîìó ïîíÿòåí èíòåðåñ ñïåöèàëèñòîâ ê çàäà÷àì î íàêëîííûõ

òðåùèíàõ è î òðåùèíàõ, íàõîäÿùèõñÿ â óñëîâèÿõ îäíîâðåìåííî ïðèëîæåííûõ

íîðìàëüíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî íàïðÿæåíèÿ, ïîïåðå÷íîãî è ïðîäîëüíîãî ñäâèãà,

êîòîðûå â ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ñìåøàííûõ ìîä íàãðóæå-

íèÿ.

Â ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ ïðèíÿòî âûäåëÿòü òðè òèïà òðåùèí, êîòîðûå îò-

âå÷àþò òðåì âèäàì íàãðóæåíèÿ (ðèñ. 1): òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà, ïîïå-

ðå÷íîãî è ïðîäîëüíîãî (àíòèïëîñêîãî) ñäâèãà [8, 23, 70, 72, 73, 76, 77, 152, 153℄.

Âûäåëåíèå òðåõ âèäîâ òðåùèí âîñõîäèò ê ëèíåéíîé ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ, ãäå

ñóïåðïîçèöèÿ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ äëÿ òðåõ òèïîâ íàãðóæåíèÿ, äàåò ðåøåíèå,
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P

P
P

P

P

P
x1

x2

x3

x1
x2

x3

x1
x2

x3

i ii iii

�èñ. 1. Òðè âèäà íàãðóæåíèÿ îáðàçöà ñ äå�åêòîì

ñïðàâåäëèâîå âáëèçè êîí÷èêà òðåùèíû, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàãðóæåíèÿ òåëà

ñ äå�åêòîì. Äàííûå âèäû íàãðóæåíèÿ ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè ñ òðåùèíàìè â

ëèíåéíî óïðóãèõ ìàòåðèàëàõ äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû è ïîñòðîåíî ïîëíîå

àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïîëÿ íàïðÿæåíèé âáëèçè âåðøèíû òðåùèíû äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî íàãðóæåíèÿ òåëà ñ äå�åêòîì â ëèíåéíî óïðóãîì òåëå (r → 0):

σij(r, θ) =
3∑

m=1

∞∑

k=−∞
amk f

m,ij
k (θ)rk/2−1, (1.7)

ãäå fm,ij
k (θ) � óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ, îïðåäå-

ëÿåìûå èç ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷.

f 1,11
k =

k

2

[(
2+

k

2
+(−1)k

)
cos

(
k

2
−1

)
θ−
(
k

2
−1

)
cos

(
k

2
−3

)
θ

]
,

f 1,22
k =

k

2

[(
2−k

2
−(−1)k

)
cos

(
k

2
−1

)
θ+

(
k

2
−1

)
cos

(
k

2
−3

)
θ

]
,

f 1,12
k =

k

2

[(
k

2
−1

)
sin

(
k

2
−3

)
θ−
(
k

2
+(−1)k

)
sin

(
k

2
−1

)
θ

]
,

f 2,11
k = −k

2

[(
2+

k

2
−(−1)k

)
sin

(
k

2
−1

)
θ−
(
k

2
−1

)
sin

(
k

2
−3

)
θ

]
,

f 2,22
k = −k

2

[(
2−k

2
+(−1)k

)
sin

(
k

2
−1

)
θ+

(
k

2
−1

)
sin

(
k

2
−3

)
θ

]
,

f 2,12
k =

k

2

[(
k

2
−1

)
cos

(
k

2
−3

)
θ−
(
k

2
−(−1)k

)
cos

(
k

2
−1

)
θ

]
,

f 3,13
k = sin(k/2− 1)θ, f 3,23

k = cos(k/2− 1)θ,

ãäå r, θ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû ñ ïîëþñîì â âåðøèíå òðåùèíû; KI , KII , KIII

� êîý��èöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé äëÿ òðåùèí íîðìàëüíîãî îòðûâà,
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ïîïåðå÷íîãî è ïðîäîëüíîãî ñäâèãà:

KI =
√
2πa11, KII = −

√
2πa21, T = 4a22, KIII =

√
2πa31.

Îäíàêî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé, äå�îðìàöèé è ïåðåìåùåíèé âáëèçè êîí-

÷èêà òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ îáðàçöà ñ äå�åêòîì â íåëè-

íåéíûõ ìàòåðèàëàõ èçó÷åíî íåäîñòàòî÷íî è ìíîãèå âîïðîñû îñòàþòñÿ îòêðû-

òûìè.

Âïåðâûå îáðàùåíèå ê èññëåäîâàíèþ ñìåøàííûõ âèäîâ äå�îðìèðîâàíèÿ â

ìàòåðèàëå ñî ñòåïåííûì çàêîíîì óïðî÷íåíèÿ, ïî âñåé âèäèìîñòè, áûëî ñäåëàíî

â ðàáîòàõ Äæ. Øè [137, 138℄. Â [137, 138℄ áûëè ðàññìîòðåíû ïîëÿ íàïðÿæåíèé

è äå�îðìàöèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì

ðàñòÿãèâàþùåé è ñäâèãîâîé íàãðóçîê (ò.î., ðàññìàòðèâàëîñü ñìåøàííîå íàãðó-

æåíèå, îòâå÷àþùåå òðåùèíàì òèïà I è òèïà II). Øè âïåðâûå ââåë êîý��èöèåíò

ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ [138℄:

Mp =
2

π
arctg

∣∣∣lim
r→0

σθθ(r, θ = 0)

σrθ(r, θ = 0)

∣∣∣, (1.8)

êîòîðûé ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå äëÿ òðåùèíû ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà, çíà-

÷åíèå, ðàâíîå åäèíèöå, äëÿ ÷èñòîãî ðàñòÿæåíèÿ è çíà÷åíèå 0 < Mp < 1 äëÿ

ñìåøàííûõ �îðì íàãðóæåíèÿ îáðàçöà ñ äå�åêòîì.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñëîæèëîñü ÿñíîå ïîíèìàíèå î íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëå-

íèÿ âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â çàäà÷å Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �î-

çåíãðåíà [117, 118, 133℄. Â ëèíåéíîé ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ â êà÷åñòâå áàçîâîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü âûáðàíî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå Óèëüÿìñà ñ êîðíå-

âîé îñîáåííîñòüþ [156, 157℄. Áîëåå ñèëüíàÿ èëè áîëåå ñëàáàÿ îñîáåííîñòè ìîãóò

áûòü ââåäåíû äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòåïåíè ïîâðåæäåííîñòè (ñòåïåíè ðàçðóøå-

íèÿ) ìàòåðèàëà ó êîí÷èêà òðåùèíû íà óðîâíå ìåçî� è ìèêðîñòðóêòóðû ìàòå-

ðèàëà. Ìàòåìàòè÷åñêè äàííàÿ ìîäåëü ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëåíèÿ

âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â çàäà÷àõ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëå-

äóþùèõ èç ïðîáëåì íàõîæäåíèÿ íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â

íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû. Åñëè â ëèíåéíîé ìåõàíèêå

ðàçðóøåíèÿ âåñü ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íàéäåí (1.7) è ïîñòðîåíî ïîëíîå

àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëåé íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé (ðåøåíèå Ì.
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Óèëüÿìñà), òî â íåëèíåéíîé ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ

î ñïåêòðå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,

ñëåäóþùåé èç ïðîáëåìû îòûñêàíèÿ ïîëåé íàïðÿæåíèé ó âåðøèíû òðåùèíû â

ìàòåðèàëàõ ñî ñòåïåííûìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè.

Â [123℄ ÷èñëåííî îïðåäåëåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ íåëèíåéíîé çàäà-

÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåé èç çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî �

äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó íåïîäâèæíîé òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà â

óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. �åøåíèå áûëî ïîëó÷åíî ìåòîäîì

�óíãå � Êóòòû � Ôåëüáåðãà â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì ïðèñòðåëêè. Îäíàêî â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå (äëÿ çàäà÷ î òðåùèíàõ íîðìàëüíîãî îòðûâà è ïîïåðå÷íî-

ãî ñäâèãà) ìåòîä ïðèñòðåëêè ñòàíîâèòñÿ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèì è ðåçóëüòàòû

òðåáóþò äîïîëíèòåëüíûå îáîñíîâàíèÿ.

Ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ðàñ÷åòîâ óãëîâûõ ðàñïðåäåëåíèé íàïðÿæåíèé

è äå�îðìàöèé ó âåðøèíû òðåùèíû â ìàòåðèàëå ñî ñòåïåííûì îïðåäåëÿþùèì

çàêîíîì äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ ïðèâå-

äåíî â [84℄, ãäå ðàçðàáîòàí ìåòîä è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ óïðóãî-

ïëàñòè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â ïîëíîì äèàïàçîíå

ñìåøàííûõ �îðì äå�îðìèðîâàíèÿ îò ÷èñòîãî íîðìàëüíîãî îòðûâà äî ÷èñòî-

ãî ñäâèãà, ÷òî ïîçâîëèëî ðàññìîòðåòü ñîñòîÿíèå ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííîé

ïðÿìîëèíåéíîé òðåùèíû â âèäå ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàçðåçà ïðè äâóõîñíîì íà-

ãðóæåíèè ðàçëè÷íîé èíòåíñèâíîñòè. Íà îñíîâå âûïîëíåííûõ ðàñ÷åòîâ óñòà-

íîâëåí õàðàêòåð âëèÿíèÿ âèäà ñìåøàííûõ �îðì íàãðóæåíèÿ è ïëàñòè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, îïèñûâàåìûõ ïîêàçàòåëåì äå�îðìàöèîííîãî óïðî÷íåíèÿ. Â

[141℄ ñîáðàíû ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ñìåøàííûõ �îðì äå-

�îðìèðîâàíèÿ, ê 2003 ãîäó. Ñîâðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèå îá ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé

ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðàáîò [70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 139, 140℄

1.5. Ìíîãîìàñøòàáíûé õàðàêòåð ðàçðóøåíèÿ

Â ñîâðåìåííîé ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ ñëîæèëîñü ÿñíîå ïîíèìàíèå ïðîöåñ-

ñà íåëèíåéíîãî äå�îðìèðîâàíèÿ è ðàçðóøåíèÿ êàê ïðîöåññà ìíîãîóðîâíåâîãî,

ìíîãîìàñøòàáíîãî [21, 22, 31, 68℄, äëÿ îïèñàíèÿ êîòîðîãî ñëåäóåò ââîäèòü â
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ðàññìîòðåíèå èåðàðõè÷åñêóþ öåïî÷êó çîí, îêðóæàþùèõ âåðøèíó òðåùèíû. Â

êàæäîé èç îáëàñòåé ñïðàâåäëèâî ñâîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ íà-

ïðÿæåíèé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àñèìïòîòèêè ïîëÿ íàïðÿæåíèé íåîáõîäèìî çíàòü

âåñü ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåëèíåéíûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,

ê êîòîðûì ðåäóöèðóåòñÿ àíàëèç íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó

êîí÷èêà òðåùèíû.

Â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé ìåòîä îïðåäå-

ëåíèÿ âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â íåëèíåéíîé çàäà÷å íà ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåé èç ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî � äå�îðìè-

ðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííî-

ãî äå�îðìèðîâàíèÿ äëÿ ìàòåðèàëà ñî ñòåïåííûìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíè-

ÿìè (ñòåïåííîé çàêîí äå�îðìàöèîííîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè, ñòåïåííîé çàêîí

óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè). Ïðåäëàãàåìûé ÷èñëåííûé ìåòîä ìîæåò áûòü èñ-

ïîëüçîâàí äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîìåæóòî÷íî � àñèìïòîòè÷åñêîãî àâòîìîäåëüíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëÿ íàïðÿæåíèé â ñâÿçàííîé (ïîëçó÷åñòü � ïîâðåæäåííîñòü)

çàäà÷å î òðåùèíå â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ â ìàòåðèàëå ñî ñòåïåííû-

ìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè òåîðèè óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè. Ñëåäóåò

äîïîëíèòåëüíî îòìåòèòü, ÷òî êëàññ íåëèíåéíûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ, âîçíèêàþùèõ â íåëèíåéíîé ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæ-

íûì â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðèìåíåíèÿ ìíîãîìàñøòàáíûõ, ìíîãîóðîâíåâûõ

ìîäåëåé [59, 61℄, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû

íåîáõîäèìî ââîäèòü â ðàññìîòðåíèå ñîâîêóïíîñòü îáëàñòåé ñ äîìèíèðóþùèì

äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ àñèìïòîòèê ïîëÿ íàïðÿæåíèé è ïðîâîäèòü ïðîöåäóðó

àñèìïòîòè÷åñêîãî ñðàùèâàíèÿ ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé. Àêêóðàòíîå ïîñòðîåíèå

âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ çîí ñ òîé èëè èíîé àñèìïòîòèêîé è ïðîâåäåíèå ïðîöåäó-

ðû ñðàùèâàíèÿ òðåáóåò çíàíèÿ âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, è, ïî âñåé

âèäèìîñòè, ýòè çàäà÷è äî ñèõ ïîð íå ðåøåíû. Â ëèòåðàòóðå èçâåñòíû òîëüêî

äâå ìàòåìàòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ðåàëèçîâàííûå ïðîöåäóðû ñðàùèâàíèÿ: êëàññè-

÷åñêîå ðåøåíèå �àéñà äëÿ òðåùèíû àíòèïëîñêîãî ñäâèãà [134℄ è àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå çàäà÷è î òðåùèíå êîíå÷íîé äëèíû â áåñêîíå÷íîé ïëàñòèíå [115℄.

Äëÿ îòðàæåíèÿ ìíîãîìàñøòàáíîãî õàðàêòåðà ðàçðóøåíèÿ è îòîáðàæåíèÿ

ëîêàëüíîé ïîâðåæäàåìîñòè íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí



26

ãðà�èê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 2 è ïðèâåäåííûé âïåðâûå â ðàáîòå [50℄. Â [50℄

îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ðàçâèòèå êîíöåïöèé ìåçîìåõàíèêè ïðåäïîëàãàåò áîëåå ïîñëåäî-

âàòåëüíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷, íàõîäÿùèõñÿ â ìåæäèñöèïëèíàðíûõ îáëà-

ñòÿõ, òàêèõ êàê ìàòåðèàëîâåäåíèå è ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä. Ê òàêèì çàäà÷àì

îòíîñÿòñÿ ïðîáëåìû óñòàëîñòíîãî ðàçðóøåíèÿ, ïîëçó÷åñòè, çàäà÷è êîìïëåêñ-

íîãî òåðìè÷åñêîãî è ìåõàíè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà

äèàãðàììà ðàçëè÷íûõ ñèíãóëÿðíîñòåé íàïðÿæåíèé âáëèçè äå�åêòîâ áîëüøî-

ãî è ìàëåíüêîãî ðàçìåðîâ � äèñëîêàöèé, ìèêðî- è ìàêðîäå�åêòîâ. Ïðèâåäåí-

íàÿ ñõåìà îòðàæàåò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîóðîâíåâîãî ïîäõîäà,

ïðåäïîëàãàþùåãî ïîñòðîåíèå èåðàðõè÷åñêîé öåïî÷êè îáëàñòåé ñ ðàçëè÷íûìè

ïîðÿäêàìè îñîáåííîñòåé ïîëÿ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû,

÷òî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âåäåò ê íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëåíèÿ âñåãî

ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êàê ïðàâèëî, â íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ íà ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ ïî

ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì ïðè àíàëèçå ïîëåé íàïðÿæåíèé, äå�îðìàöèé è ïåðåìå-

ùåíèé âáëèçè âåðøèíû òðåùèíû.
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�èñ. 2. Ïîðÿäêè ñèíãóëÿðíîñòè ïîëÿ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû

Îïðåäåëåíèå âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ, äàñò âîçìîæíîñòü ïðàâèëüíî îïèñàòü ñòðóêòóðó îêðåñòíî-

ñòè âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ è ïîñòðîèòü

êîí�èãóðàöèè îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà, îêðóæàþùåé âåð-
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øèíó òðåùèíû.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ î òðåùèíàõ íîðìàëüíîãî îòðûâà è ïîïå-

ðå÷íîãî (àíòèïëîñêîãî) ñäâèãà â ñâÿçàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñ ïðèìåíåíèåì

àíàëîãè÷íîãî ïîäõîäà áûëè ïîëó÷åíû â [62, 64, 65, 66℄. Â [62, 64, 65, 66℄ ïî-

êàçàíî, ÷òî íàêîïëåíèå ïîâðåæäåíèé âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé è

ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè â íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè âåðøèíû

òðåùèíû è ïðèâîäèò ê íîâîé àñèìïòîòèêå ïîëÿ íàïðÿæåíèé è ïîÿâëåíèþ îá-

ëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèòà òåõ-

íèêà ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé, ïðåäëîæåííûõ â [62, 64, 65, 66℄, íà

ñëó÷àé ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ è ïðèìåíåíà ê àíàëèçó ñìåøàííîãî äå�îðìè-

ðîâàíèÿ òåëà ñ ðàçðåçîì.
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2. �ëàâà 2. Ñìåøàííîå íàãðóæåíèå áåñêîíå÷íîãî

òåëà ñ ïîëóáåñêîíå÷íîé òðåùèíîé â óñëîâèÿõ

ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ

2.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòè

âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ýëåìåíòà êîíñòðóê-

öèè ñ äå�åêòîì â ìàòåðèàëå ñî ñòåïåííûìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè

εij =
3

2
Bσn−1

e sij, (2.1)

ãäå εij � êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèè, sij = σij − σkkδij/3 � êîìïîíåíòû

äåâèàòîðà òåíçîðà íàïðÿæåíèé, σe = (3sijsij/2)
1/2

� èíòåíñèâíîñòü êàñàòåëü-

íûõ íàïðÿæåíèé, B, n � ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû; ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè

èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ

∂σrr
∂r

+
1

r

∂σrθ
∂θ

+
σrr − σθθ

r
= 0,

∂σrθ
∂r

+
1

r

∂σθθ
∂θ

+ 2
σrθ
r

= 0 (2.2)

è óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äå�îðìàöèé

2
∂

∂r

(
r
∂εrθ
∂θ

)
=
∂2εrr
∂θ2

− r
∂εrr
∂r

+ r
∂2(rεθθ)

∂r2
. (2.3)

Â ïðåäïîëîæåíèè ðåàëèçàöèè ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ îïðå-

äåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (2.1) ïðèíèìàþò âèä

εrr = −εθθ =
3

4
Bσn−1

e (σrr − σθθ), εrθ =
3

2
Bσn−1

e σrθ, (2.4)

ãäå èíòåíñèâíîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

σ2
e = 3(σrr − σθθ)

2/4 + 3σ2
rθ. (2.5)

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ r, θ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé âûðàæàþòñÿ

÷åðåç �óíêöèþ íàïðÿæåíèé Ýðè χ(r, θ) â ñëåäóþùåì âèäå

σθθ =
∂2χ

∂r2
, σrr = ∆χ− σθθ, σrθ = − ∂

∂r

(1
r

∂χ

∂θ

)
, (2.6)
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ãäå

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

� îïåðàòîð Ëàïëàññà

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è åñòü êëàññè÷åñêèå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ïîâåðõ-

íîñòíûõ óñèëèé íà áåðåãàõ òðåùèíû

σθθ(r, θ = ±π) = 0, σrθ(r, θ = ±π) = 0. (2.7)

2.2. Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì. Àñèì-

ïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåé èç ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ

íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé ó âåðøèíû òðåùèíû â

óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ

Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî �

äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû ÿâëÿåòñÿ ìå-

òîä ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì [59, 120℄, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì

àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè â îêðåñòíîñòè âåð-

øèíû òðåùèíû (r → 0) ðàçûñêèâàåòñÿ â �îðìå

χ(r, θ) = rλ+1f(θ). (2.8)

Òîãäà êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû

(r → 0) ïðèíèìàþò âèä

σθθ(r, θ) = Krλ−1(λ+ 1)λf(θ) = Krλ−1σ̃θθ(θ),

σrr(r, θ) = Krλ−1 [(λ+ 1)f(θ) + f ′′(θ)] = Krλ−1σ̃rr(θ),

σrθ(r, θ) = −Krλ−1λf ′(θ) = Krλ−1σ̃rθ(θ).

(2.9)

Añèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè

âåðøèíû òðåùèíû èìååò �îðìó σe(r, θ) = rλ−1fe(θ), ãäå

fe(θ) =
√
[f ′′(θ) + (1− λ2)f(θ)]2 + 4λ2[f ′(θ)]2.
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Ïîýòîìó êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû

èìåþò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó

εrr(r, θ) = −εθθ(r, θ) = Br(λ−1)nε̃rr(θ), εrθ(r, θ) = Br(λ−1)nε̃rθ(θ), (2.10)

ãäå ε̃rr = 3fn−1
e [f ′′(θ) + (1− λ2)f(θ)]/4, ε̃rθ = −3fn−1

e λf ′(θ)/2.

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (2.10) äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà äå�îðìàöèé â óñëî-

âèå ñîâìåñòíîñòè (2.3) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äè��å-

ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî �óíêöèè f(θ)

2[(λ− 1)n+ 1]
dε̃rθ
dθ

=
d2ε̃rr
dθ2

− (λ− 1)n[(λ− 1)n+ 2]ε̃rr (2.11)

èëè

f 2
e f

(4)
{
(n− 1)

[
(1− λ2)f + f ′′]2 + f 2

e

}
+ (n− 1)(n− 3)×

× {
[
(1− λ2)f + f ′′] [(1− λ2)f ′ + f ′′′]+ 4λ2f ′f ′′}2

[
(1− λ2)f + f ′′]+

+ (n− 1)f 2
e

{[
(1− λ2)f ′ + f ′′′]2 +

[
(1− λ2)f + f ′′] (1− λ2)f ′′+

+ 4λ2(f ′′2 + f ′f ′′′)
} [

(1− λ2)f + f ′′]+ 2(n− 1)f 2
e×

×
{[
(1− λ2)f + f ′′] [(1− λ2)f ′ + f ′′′]+ 4λ2f ′f ′′} [(1− λ2)f ′ + f ′′′]+

+ C1(n− 1)f 2
e

{[
(1− λ2)f + f ′′] [(1− λ2)f ′ + f ′′′]+ 4λ2f ′f ′′

}
f ′+

+ C1f
4
e f

′′ − C2f
4
e

[
(1− λ2)f + f ′′]+ f 4

e (1− λ2)f ′′ = 0,

(2.12)

ãäå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ

f 2
e =

[
(1− λ2)f + f ′′]2 + 4λ2f ′2, C1 = 4λ

[
(λ− 1)n+ 1

]
,

C2 = (λ− 1)n
[
(λ− 1)n+ 2

]
.

�åøåíèå íåëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

(2.12) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü êðàåâûì óñëîâèÿì, ñëåäóþùèì èç òðåáîâàíèÿ îò-

ñóòñòâèÿ ïîâåðõíîñòíûõ óñèëèé íà áåðåãàõ òðåùèíû (2.7)

f(θ = ±π) = 0, f ′(θ = ±π) = 0. (2.13)

Óðàâíåíèå (2.12) âìåñòå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2.13) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: íåîáõîäèìî íàéòè ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ, îòâå÷àþùèå íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ (2.12),
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�èñ. 3. Òèïû íàãðóæåíèÿ îáðàçöà ñ òðåùèíîé: ñèììåòðè÷íîå ðàñêðûòèå áåðåãîâ òðåùèíû,

àíòèñèììåòðè÷íîå äå�îðìèðîâàíèå

óäîâëåòâîðÿþùèì êðàåâûì óñëîâèÿì (2.13). Äëÿ ðåøåíèÿ òàêîãî ðÿäà çàäà÷

îáû÷íî îáðàùàþòñÿ ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì: ñåìåéñòâó ìåòîäîâ �óíãå � Êóòòû �

Ôåëüáåðãà è ìåòîäó ïðèñòðåëêè, â ðàìêàõ êîòîðûõ ïåðâîíà÷àëüíî íåîáõîäèìî

ïåðåéòè ê çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.12).

Â ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ âûäåëÿþò òðè âèäà íàãðóæåíèÿ îáðàçöà ñ äå�åê-

òîì: íîðìàëüíûé îòðûâ (òèï I), ïîïåðå÷íûé ñäâèã (òèï II) è ïðîäîëüíûé (àí-

òèïëîñêèé) ñäâèã (òèï III).

Ñèììåòðè÷íîå ðàñêðûòèå áåðåãîâ òðåùèíû (òðåùèíû òèïà I) (ðèñ. 3) ïðè-

âîäèò ê ñëåäóþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:

f(θ = 0) = 1, f ′(θ = 0) = 0, f ′′(θ = 0) = A2, f ′′′(θ = 0) = 0. (2.14)

Óðàâíåíèå (2.12) âìåñòå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.14) èíòåãðèðóåòñÿ ÷èñ-

ëåííî. Â ñëó÷àå òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà íàõîäÿò äâà çíà÷åíèÿ: λ è A2,

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü êðàåâûå óñëîâèÿ íà âåðõíåì áåðåãó äå�åêòà

f(θ = π) = 0, f ′(θ = π) = 0.

Äëÿ òðåùèíû òèïà II (àíòèñèììåòðè÷íîå äå�îðìèðîâàíèå) (ðèñ. 3) íà÷àëü-

íûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

f(θ = 0) = 0, f ′(θ = 0) = 1, f ′′(θ = 0) = 0, f ′′′(θ = 0) = A3 (2.15)
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è äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé îòñóòñòâèÿ ïîâåðõíîñòíûõ óñèëèé ïîäáèðàþòñÿ çíà-

÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ λ è A3.

Îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå õîðîøî èçâåñòíî è ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîé

çàäà÷å Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà [117, 118, 133℄: λ = n/(n+ 1). Îäíàêî

ñåé÷àñ èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò äðóãèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûå îò ñîá-

ñòâåííûõ ÷èñåë, îòâå÷àþùèõ çàäà÷å Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà [59, 61,

60℄.

2.3. ×èñëåííûé àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé

Â ñëó÷àå ñìåøàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè è àíòèñèì-

ìåòðèè èñïîëüçîâàíû áûòü íå ìîãóò è íåîáõîäèìî èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(2.12) íà îòðåçêå [−π, π]. Â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ ïðè ÷èñëåííîì

ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (2.12) îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [−π, π] ìîæíî ðàçáèòü íà

äâà îòðåçêà: [−π, 0] è [0, π]. Ñíà÷àëà óðàâíåíèå (2.12) èíòåãðèðóåòñÿ íà îòðåçêå

[0, π] è êðàåâàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

f(θ = 0) = 1, f ′(θ = 0) = (λ+ 1)/ tg
(
Mpπ/2

)
,

f ′′(θ = 0) = A2, f ′′′(θ = 0) = A3.
(2.16)

Çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà f ′(θ = 0) íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ñìå-

øàííîñòè íàãðóæåíèÿ (çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ (1.6), çà-

äàþùåãî âèä íàãðóæåíèÿ, èçâåñòíî). Íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå A2 è A3 îïðåäå-

ëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü êðàåâûå óñëîâèÿ íà âåðõíåì áåðåãó

òðåùèíû:

f(θ = π) = 0, f ′(θ = π) = 0. (2.17)

Ïîñëå òîãî êàê ïîäîáðàíû ïîñòîÿííûå A2 è A3, óðàâíåíèå (2.12) èíòåãðè-

ðóåòñÿ íà îòðåçêå [−π, 0]. Âíîâü äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ

(2.12) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

f(θ = −π) = 0, f ′(θ = −π) = 0,

f(θ = 0) = 1, f ′(θ = 0) = (λ+ 1)/ tg
(
Mpπ/2

)
(2.18)
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çàìåíÿåòñÿ çàäà÷åé Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

f(θ = −π) = 0, f ′(θ = −π) = 0, f ′′(θ = −π) = B2, f
′′′(θ = −π) = B3. (2.19)

Íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå B2 è B3 ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âû-

ïîëíÿëèñü óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ýëåìåíòà, ðàñïîëîæåííîãî íà ëó÷å θ = 0. Óðàâ-

íåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äàííîãî ýëåìåíòà òðåáóþò íåïðåðûâíîñòè êîìïîíåíò òåíçîðà

íàïðÿæåíèé σθθ è σrθ íà ëó÷å θ = 0, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé íåïðåðûâíîñòü �óíê-

öèé f(θ) è f ′(θ) ïðè θ = 0 (è, ñëåäîâàòåëüíî, êðàåâûå óñëîâèÿ (2.18)). Ïîýòîìó

äâå íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå B2 è B3 îïðåäåëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðå-

øåíèå, ðàçûñêèâàåìîå íà îòðåçêå [−π, 0], óäîâëåòâîðÿëî áû êðàåâûì óñëîâèÿì

ïðè θ = 0. Åñëè â êà÷åñòâå λ âçÿòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, îòâå÷àþùåå çàäà÷å

Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà, ò.å. λ = n/(n+1), ìîæíî ïîñòðîèòü óãëîâûå

ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé σRR, σRθ, σθθ â îêðåñòíîñòè âåð-

øèíû òðåùèíû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ

(ðèñ. 4 � 9).
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�èñ. 4. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σθθ äëÿ n = 5 è ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ

Îäíàêî, åñëè íåîáõîäèìî íàéòè äðóãèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è, îò-

ëè÷íûå îò λ = n/(n + 1), è, â öåëîì, âåñü ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òî

âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèå äîïîëíèòåëüíûå �èçè÷åñêèå èëè ìàòåìàòè÷åñêèå ñî-
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�èñ. 5. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σRθ äëÿ n = 5 è ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ

îáðàæåíèÿ äîëæíû áûòü ïðèâëå÷åíû äëÿ îòûñêàíèÿ âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî λ � èñêîìàÿ âåëè÷èíà, òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè

óðàâíåíèÿ (2.12) èìååòñÿ òðè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðà λ, A2 è A3 è òîëüêî äâà

óñëîâèÿ (2.17), èç êîòîðûõ îíè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îòûñ-

êàíèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå. Ñ öåëüþ

îïðåäåëåíèÿ âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ ìîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü

ïîâåäåíèå ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σrr è èç ðèñ. 6, 9 óâè-

äåòü, ÷òî ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà òåíçîðà íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

�óíêöèåé ïîëÿðíîãî óãëà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæå-

íèÿ è ïîêàçàòåëÿ óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà, òîãäà êàê ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ

íåïðåðûâíîñòü ýòîé êîìïîíåíòû íå òðåáîâàëàñü (ò.å. äî ðåàëèçàöèè ïðîöåäó-

ðû ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áûëî âûáðàíî λ = n/(n+ 1) è êîìïîíåíòà

σrr îêàçàëîñü íåïðåðûâíîé äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ è ïîêàçàòåëÿ íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà). Â ñâÿçè ñ ÷åì ïðè îòûñêàíèè

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îòëè÷íûõ îò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë Õàò÷èíñîíà � �àéñà �

�îçåíãðåíà, ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòü ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû òåí-

çîðà íàïðÿæåíèé σrr ïðè θ = 0: σrr|θ=0− = σrr|θ=0+. Ïîýòîìó äàëåå ïðè ïî-

ñòðîåíèè íîâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íàêëàäûâàëîñü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå
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�èñ. 6. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σRR äëÿ n = 5 è ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ

� òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé. �å-

çóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 1 � 5, ãäå ñîáðàíû íîâûå çíà÷åíèÿ

λ è ïðèñòðåëî÷íûå çíà÷åíèÿ f ′′(θ = 0), f ′′′(θ = 0), f ′′(θ = −π) è f ′′′(θ = −π) äëÿ
âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ è ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çíà-

÷åíèé ïîêàçàòåëÿ íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà. Ïîñòðîåíû óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ

êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé äëÿ íîâûõ âû÷èñëåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

äëÿ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ Mp
,

êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 10 � 12.

2.4. Âûâîäû ïî âòîðîé ãëàâå

Â ãëàâå ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è íà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåé èç ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî � äå-

�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû â ìàòåðèàëå ñî ñòåïåííûì

îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèåì â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ. Ïðåäëî-

æåííàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëÿåò ÷èñëåííî îòûñêàòü âåñü ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåé èç ïðîáëåìû

îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû â

ìàòåðèàëå ñî ñòåïåííûìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî
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�èñ. 7. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σθθ äëÿ n = 10 è ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ

äå�îðìèðîâàíèÿ â ïîëíîì äèàïàçîíå ñìåøàííûõ �îðì äå�îðìèðîâàíèÿ îò ÷è-

ñòîãî ñäâèãà äî ÷èñòîãî íîðìàëüíîãî îòðûâà. Ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòî-

äà íàéäåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûå îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îòâå÷àþ-

ùèõ çàäà÷å Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà. Ïîëó÷åííûå íîâûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ìíîãîìàñøòàáíîãî, ìíîãîóðîâíåâîãî

îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ðàçðóøåíèÿ â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû. Ýêñïåðè-

ìåíòàòîðàìè óñòàíîâëåíî íàëè÷èå âçàèìîñâÿçàííûõ ðàçíîìàñøòàáíûõ ïðîìå-

æóòî÷íûõ óðîâíåé äå�îðìàöèé âíóòðè òâåðäîãî òåëà. Ñòðóêòóðíûå èññëåäî-

âàíèÿ ïðîâîäèëèñü ìåòîäàìè îïòè÷åñêîé, ýëåêòðîííîé ðàñòðîâîé ìèêðîñêîïèè

è ëàçåðíîé ïðî�èëîìåòðèè, ñ ïîìîùüþ ÷åãî âûÿâëåí ìåõàíèçì "ðàçðûõëåíèÿ"

ìàòåðèàëà â âåðøèíå òðåùèíû. ×åðåç ýòó çîíó ðàçðûõëåííîãî äå�ðàãìåíòèðî-

âàííîãî îáúåìà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ òðåùèíà. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [103℄ ïîêàçàíî

óñòàëîñòíîå ðàñïðîñòðàíåíèå òðåùèíû ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà (ðèñ.13 ). Èç ðèñóí-

êà âèäíî, ÷òî ñíà÷àëà îáðàçîâàíà òðåùèíà ñ âåðøèíîé â òî÷êå À ïîñðåäñòâîì

ïðèëîæåíèÿ ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêè. Îòðåçîê AB ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñïðî-

ñòðàíåíèå òðåùèíû ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà. Â òî÷êå B òðåùèíà îòêëîíÿåòñÿ îò íà-

ïðàâëåíèÿ, ïðåäñêàçûâàåìîãî ìåõàíèêîé õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ. Â ðàáîòå [124℄

ïîêàçàíà îáëàñòü ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà äëÿ ìåäè â óñëîâèÿõ

ïîëçó÷åñòè (ðèñ.14). Êîãäà ïîëèêðèñòàëëè÷åñêèå ìåòàëëû ïîäâåðæåíû âëèÿ-
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�èñ. 8. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σRθ äëÿ n = 10 è ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ

íèþ âûñîêèõ òåìïåðàòóð, áîëüøèõ ÷åì 1/3 îò àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðû ïëàâ-

ëåíèÿ, ìèêðîïîðû è ìèêðîòðåùèíû çàðîæäàþòñÿ è ðàñòóò â îñíîâíîì íà ãðà-

íèöàõ çåðåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ðàñòÿãèâàþùåìó íàïðÿæåíèþ èëè íà ãðàíèöàõ

ñðàùèâàíèÿ òðåõ çåðåí. Òàêîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà èçâåñòíî êàê ðàçðóøåíèå â

óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè. Ïîëîñòè â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ è ñëè-

âàþòñÿ, ÷òî ñî âðåìåíåì ïðèâîäèò äàëüíåéøåìó ðàñïðîñòðàíåíèþ òðåùèíû. Â

ðàáîòå [18℄ ïîêàçàíà êèíåòèêà íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé â ïðîöåññå óñòàëîñòíûõ

èñïûòàíèé (ðèñ.15). Íà ïåðâîì ñíèìêå ïëîòíîñòü ìèêðîòðåùèí äîñòèãàåò êðè-

òè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, è â ðåçóëüòàòå ñëèÿíèÿ ìèêðîòðåùèí íà áîêîâîé ïîâåðõíî-

ñòè îáðàçöà âîçíèêàåò ìàêðîòðåùèíà (âòîðîé ñíèìîê). Â âåðøèíå ìàêðîòðåùè-

íû �îðìèðóåòñÿ ïëàñòè÷åñêàÿ çîíà, âíóòðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïðîöåññ íàêîï-

ëåíèÿ ïîâðåæäåíèé. Â ðàáîòå [100℄ ïîêàçàí ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû

â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè äëÿ ñòàëè 1/2CrMoV ïðè 565oC (ðèñ.16) Â ðàáîòå [114℄

ïîêàçàíû ïîêàçàíû îáðàçöû, âûïîëíåííûå èç ìåäè ïðè 523oC íåïîñðåäñòâåííî

ïåðåä ðàçðóøåíèåì (ðèñ.17) Â ðàáîòå [112℄ ïîêàçàí ïðîöåññ ìåæçåðåííîãî ïî-

ðîîáðàçîâàíèÿ â ìåäè 600oC (îïòè÷åñêàÿ ìèêðîñêîïèÿ)(ðèñ.18) Ïðîâåäåííûé

÷èñëåííûé àíàëèç ïîçâîëÿåò îöåíèòü àñèìïòîòèêó ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé ó âåð-

øèíû òðåùèíû, íà ðàññòîÿíèÿõ, ñîïîñòàâèìûõ ñ çîíîé ðàçðûõëåíèÿ (ñ îáëà-

ñòüþ äèñïåðãèðîâàííîãî ìàòåðèàëà).
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�èñ. 9. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σRR äëÿ n = 10 è ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ

Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
Mp=0.95 -0.309869 -0.00688358 -0.40957700 0.74603759 -0.29255603

Mp
=0.9 -0.309310 -0.00746148 -0.34463585 0.77731092 -0.31321778

Mp
=0.8 -0.306884 -0.00996871 -0.21058584 0.78640537 -0.32799705

Mp
=0.7 -0.302045 -0.01542396 -0.08978943 0.75741586 -0.32136781

Mp
=0.6 -0.290875 -0.03362512 0.01979812 0.70249977 -0.29808470

Mp
=0.5 -0.282566 -0.03627586 0.10896079 0.65049974 -0.27572247

Mp
=0.4 -0.274875 -0.02411375 0.18635846 0.59034778 -0.24903185

Mp
=0.3 -0.271672 -0.00707118 0.26039756 0.54384603 -0.23047317

Mp
=0.2 -0.272741 0.00777103 0.33759891 0.50051568 -0.21560386

Mp
=0.1 -0.275936 0.01259293 0.44276166 0.45968464 -0.20336002

Mp
=0.05 -0.277383 0.00837850 0.51837610 0.43774348 -0.19699116

Òàáëèöà 1. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ n = 2



39

Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
Mp

=0.95 -0.2615800 0.16526391 -0.78313224 0.91194750 -0.69420072

Mp
=0.9 -0.2605200 0.16047619 -0.81748438 0.81341603 -0.61765105

Mp
=0.8 -0.2560520 0.14417774 -0.83872814 0.58912056 -0.44276214

Mp
=0.7 -0.2488700 0.12664254 -0.83107373 0.37238060 -0.27211349

Mp
=0.6 -0.2407000 0.10925276 -0.81436588 0.16149307 -0.09010035

Mp
=0.5 -0.2305125 0.08216350 -0.78775272 -0.10143826 0.11307991

Mp
=0.4 -0.2267000 0.08306290 -0.78236357 -0.15537326 0.12520525

Mp =0.3 -0.2276690 0.09564659 -0.80147752 -0.21314184 0.16194873

Mp
=0.2 -0.2350409 0.10437916 -0.82213218 -0.28023620 0.21073145

Mp
=0.1 -0.2507830 0.09386121 -0.83715932 -0.36986985 0.28049608

Mp
=0.05 -0.2620259 0.06749148 -0.80560180 -0.43124202 0.32992763

Òàáëèöà 2. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ n = 3

Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
Mp

=0.95 -0.234510 0.23629790 -0.92802370 1.01421287 -0.89879170

Mp
=0.9 -0.2345100 0.23494397 -0.96578525 0.91220986 -0.80833313

Mp
=0.8 -0.2275300 0.21268658 -0.97478519 0.66767540 -0.58788978

Mp
=0.7 -0.2204600 0.19173868 -0.95597136 0.44048988 -0.38497527

Mp
=0.6 -0.2143800 0.17174714 -0.92891657 0.23274641 -0.20005442

Mp
=0.5 -0.2068130 0.13976515 -0.88809969 -0.07220148 0.09265238

Mp
=0.4 -0.2044960 0.13247925 -0.86779026 -0.13274409 0.11685835

Mp
=0.3 -0.2067100 0.14209456 -0.87902312 -0.19835989 0.17205995

Mp
=0.2 -0.2150000 0.14916286 -0.89865713 -0.27578999 0.24045659

Mp
=0.1 -0.2335470 0.13351049 -0.93710024 -0.38072851 0.33718749

Mp
=0.05 -0.2491400 0.10176768 -0.94712576 -0.45772536 0.41077325

Òàáëèöà 3. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ n = 4
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Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
Mp

=0.95 -0.221500 0.28582791 -1.02783586 1.07498192 -1.02460592

Mp
=0.9 -0.218248 0.27626050 -1.05562675 0.95897619 -0.91152450

Mp
=0.8 -0.210625 0.25206377 -1.05847935 0.70603672 -0.66675390

Mp
=0.7 -0.204759 0.23006507 -1.03437364 0.47497228 -0.44625765

Mp
=0.6 -0.200055 0.20816473 -1.00100530 0.26630294 -0.24894919

Mp
=0.5 -0.194290 0.17545776 -0.95407952 -0.05398415 0.09326457

Mp
=0.4 -0.192320 0.16081721 -0.92189756 -0.12006116 0.11215683

Mp
=0.3 -0.194812 0.16846055 -0.92734213 -0.19053284 0.17756211

Mp
=0.2 -0.202342 0.17310706 -0.94097518 -0.27412405 0.25706057

Mp
=0.1 -0.221158 0.15595641 -0.98984496 -0.38760621 0.36933919

Mp
=0.05 -0.237872 0.12120353 -1.04027203 -0.47379170 0.45783258

Òàáëèöà 4. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ n = 5

Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
Mp

=0.95 -0.210800 0.31120751 -1.08697613 1.10415827 -1.09624005

Mp
=0.9 -0.207204 0.30231092 -1.11496378 0.98516357 -0.97513726

Mp
=0.8 -0.200080 0.27843964 -1.11576660 0.72959827 -0.71782714

Mp
=0.7 -0.195100 0.25526013 -1.08775909 0.49617463 -0.48609996

Mp
=0.6 -0.191250 0.23194856 -1.05006028 0.28618945 -0.27942962

Mp
=0.5 -0.187000 0.20146662 -1.00220816 0.21886770 -0.03710250

Mp
=0.4 -0.184800 0.17920893 -0.95879580 0.10887899 -0.11197716

Mp
=0.3 -0.187200 0.18550116 -0.95997525 0.18076020 -0.18575105

Mp
=0.2 -0.194070 0.18900929 -0.96835632 -0.27331750 0.26753598

Mp
=0.1 -0.212455 0.17011750 -1.01745991 -0.39241154 0.39014040

Mp
=0.05 -0.229370 0.13304842 -1.09550621 -0.48497154 0.48902078

Òàáëèöà 5. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ n = 6
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�èñ. 10. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σθθ äëÿ n = 4 è ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿMp

-3 -2 1-1 0 2 3 q

0

0.05

0.1

-0.05

-0.1

0.4
0.3
0.2
0.1

=0.05Mp
---
---
---
---
---

0.95
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5 ---

---
---
---
---
---

n=4
s
rq

~

�èñ. 11. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σRθ äëÿ n = 4 è ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ Mp
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�èñ. 12. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σRR äëÿ n = 4 è ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ Mp

�èñ. 13. Óñòàëîñòíîå ðàñïðîñòðàíåíèå òðåùèíû ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà [103℄
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�èñ. 14. Îáëàñòü ðàçðûõëåííîãî ìàòåðèàëà â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû â îáðàçöå èç

ìåäè â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè [124℄

�èñ. 15. Êèíåòèêà íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé â ïðîöåññå óñòàëîñòíûõ èñïûòàíèé [18℄

�èñ. 16. Ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òðåùèíû â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè [100℄
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�èñ. 17. Îáðàçöû, âûïîëíåííûå èç ìåäè ïðè 523oC [114℄

�èñ. 18. Ìåæçåðåííîå ïîðîîáðàçîâàíèå â ìåäè [112℄
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3. �ëàâà 3. Ñâÿçàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î íåïî-

äâèæíîé òðåùèíå â ñðåäå ñ ïîâðåæäåííîñòüþ

â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ è åå

ðåøåíèå

3.1. Ñâÿçàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î òðåùèíå â ñðåäå ñ ïî-

âðåæäåííîñòüþ â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî äå�îðìèðî-

âàíèÿ. Ïðîìåæóòî÷íàÿ àâòîìîäåëüíàÿ àñèìïòîòèêà

Â äàííîì ïàðàãðà�å áóäåò ïðèâåäåíî ïðèëîæåíèå íàéäåííîé íîâîé àñèìï-

òîòèêè ïîëÿ íàïðÿæåíèé ê çàäà÷å î ñòàöèîíàðíîé òðåùèíå â ñðåäå ñ ïîâðåæäåí-

íîñòüþ â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ è áóäåò ïîñòðîåíî àâòîìîäåëüíîå

ïðîìåæóòî÷íîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î òðåùèíå â ñâÿçàííîé (ïîë-

çó÷åñòü � ïîâðåæäåííîñòü) ïîñòàíîâêå çàäà÷è.

Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëà ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ñòåïåííîãî çàêîíà

Áåéëè � Íîðòîíà òåîðèè óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè ñ ïðèìåíåíèåì êîíöåïöèè

ý��åêòèâíîãî íàïðÿæåíèÿ [27, 45, 107, 154℄:

ε̇ij =
3

2

(
σe
ψ

)n−1 sij
ψ
, (3.1)

ãäå ε̇ij � êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè, ψ � ïàðàìåòð

ñïëîøíîñòè, ýâîëþöèîíèðóþùèé â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòåïåííûì çàêîíîì íàêîï-

ëåíèÿ ïîâðåæäåíèé Êà÷àíîâà � �àáîòíîâà [30, 46℄

dψ

dt
= −A

(
σe
ψ

)m

, (3.2)

ãäå A,m � ïîñòîÿííûå ìàòåðèàëà, îïðåäåëÿåìûå èç ýêñïåðèìåíòà. Ïîñòîÿííûå

ìàòåðèàëà A,m äëÿ ðÿäà ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ ïðèâåäåíû â [136℄. Ýêñïåðèìåí-

òàëüíî óñòàíîâëåí [17℄, ÷òî äëÿ áîëüøèíñòâà ìàòåðèàëîâ m = 0, 7n.

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðîöåññ àêòèâíîãî íàêîïëåíèÿ ðàññåÿííûõ

ïîâðåæäåíèé ïðîèñõîäèò â íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè êîí÷èêà òðåùèíû,
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ãäå îáðàçóåòñÿ îáëàñòü ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî (äèñïåðãèðîâàííîãî) ìàòå-

ðèàëà, à íà óäàëåíèè îò íåå ïàðàìåòð ñïëîøíîñòè ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, ÷òî

îòâå÷àåò íåïîâðåæäåííîìó ìàòåðèàëó, ÷òî ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü àñèìï-

òîòè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå êàê óñëîâèå àñèìï-

òîòè÷åñêîãî ñáëèæåíèÿ ñ ðåøåíèåì Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà � ðåøå-

íèåì äëÿ ñòåïåííûõ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé (3.1), ãäå ψ ≡ 1 (òàêèì îáðàçîì,

ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííàÿ îêðåñòíîñòü âåðøèíû òðåùèíû). Â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ãèïîòåçîé î ìàëîìàñøòàáíîé ïîâðåæäåííîñòè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ

îò âåðøèíû òðåùèíû (áîëüøèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì ëèíåéíûì ðàçìå-

ðîì îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà, íî âñå åùå ìàëûõ ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ äëèíîé òðåùèíû, õàðàêòåðíûì ëèíåéíûì ðàçìåðîì îáðàçöà), ïîëå íà-

ïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà (ðåøåíèåì

àíàëîãè÷íîé çàäà÷è áåç ó÷åòà ïðîöåññà íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé ψ ≡ 1):

σij(r → ∞, θ, t) =

(
C∗

BInr

)1/(n+1)

σ̄ij(θ, n), (3.3)

ãäåC∗
� èíâàðèàíòíûé èíòåãðàë, ââîäèìûé â ìåõàíèêå ðàçðóùåíèÿ ïðè àíàëèçå

äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè [125, 126℄.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðè t = 0 è ãðàíè÷íîå óñëîâèå â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé

òî÷êå (3.3) ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó îíè çàäàþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è äëÿ ψ ≡ 1.

Àíàëèç ðàçìåðíîñòè âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ (3.1)�(3.3), ïîçâîëÿ-

åò óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (3.1), êèíåòè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ (3.2), íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3.3) ñóùåñòâóåò àâòîìîäåëüíàÿ

ïåðåìåííàÿ

R = r(At)−(n+1)/mBIn/C
∗

(3.4)

è ñèñòåìà óðàâíåíèé çàäà÷è äîïóñêàåò àâòîìîäåëüíîå ïðåäñòàâëåíèé ðåøåíèÿ:

σij(r, θ, t) = (At)−1/mσ̂ij(R, θ), ψ(r, θ, t) = ψ̂(R, θ).

Âûðàæåíèå (3.4) è ñóùåñòâîâàíèå àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé îáîñíîâûâà-

åòñÿ ñ ïîìîùüþ àíàëèçà ðàçìåðíîñòåé.

Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì ñîãëàñíî �îðìóëàì:

r̂ =
r

L
, t̂ =

t

T
, σ̂ij =

σij
((k(n))/L)1/(n+1)

, (3.5)
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ãäå k(n) = C∗/(BIn), L � íåêîòîðàÿ õàðàêòåðíà äëèíà, T � õàðàêòåðíîå

âðåìÿ. Õàðàêòåðíûå äëèíà è õàðàêòåðíîå âðåìÿ ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ ïîìî-

ùüþ àíàëèçà êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé (3.2), êîòîðîå

ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÷òî

T =
1

A

(
k(n)

L

)−m/(n+1)

. (3.6)

Â ýòîì ñëó÷àå áåçðàçìåðíûå íàïðÿæåíèÿ σ̂ij êàê �óíêöèè îò áåçðàçìåðíûõ

ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì âèäå

σ̂ij(r̂, θ, t̂) =
1

(k(n)/L)1/(n+1)
σij(r/L, θ, tA(k(n)/L)

m/(n+1)). (3.7)

Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îòñóòñòâóåò õàðàêòåðíûé ëèíåéíûé ðàçìåð

L, òî íåîáõîäèìî åãî èñêëþ÷èòü èç àðãóìåíòîâ �óíêöèè σ̂ij, ÷òî äîñòèãàåòñÿ ñ

ïîìîùüþ ââåäåíèÿ àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé

R =
r/L

[tA(k(n)/L)m/(n+1)](n+1)/m
. (3.8)

Â ðåçóëüòàòå èìååì àâòîìîäåëüíóþ ïåðåìåííóþ (3.4).

Â ýòîì ñëó÷àå íàïðÿæåíèÿ è ïàðàìåòð ñïëîøíîñòè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

σij(r, θ, t) = (At)(n+1)/mσ̂ij(R, θ), /quadψ(r, θ/t) = ψ̂(R, θ), (3.9)

ãäå σ̂ij(R, θ) è ψ̂(R, θ) ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûìè �óíêöèÿìè áåçðàçìåðíûõ ïå-

ðåìåííûõ (R, θ) è ïîäëåæàò îïðåäåëåíèÿ â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå ìî-

æåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíî â áîëåå îáùåé ïî ñðàâíåíèþ ñ (3.3) �îðìå

σij(r → ∞, θ, t) → C̃rsσ̄ij(θ, n), (3.10)

ãäå ïîêàçàòåëü ñòåïåíè s ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è, C̃ � àì-

ïëèòóäà ïîëÿ íàïðÿæåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè, îïðåäåëÿåìàÿ ãåîìåòðèåé ðåàëüíî-

ãî îáðàçöà è ñèñòåìîé ïðèëîæåííûõ íàãðóçîê. Äëÿ ñòåïåííûõ îïðåäåëÿþùèõ

ñîîòíîøåíèé (3.1), êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.2) è áîëåå îáùèõ ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé (3.10) ñóùåñòâóåò àâòîìîäåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ

R = r(AtC̃m)1/sm. (3.11)
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Ïîñëå ââåäåíèÿ àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (2.2), îïðå-

äåëÿþùèå óðàâíåíèÿ (3.1), óñëîâèÿ ñîâìåñòèìîñòè (2.3) ñîõðàíÿþò ñâîþ �îðìó,

à êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé ïðèíèìàåò âèä

Rψ̂,R = −sm(σ̂e/ψ̂)
m. (3.12)

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè è ïàðàìåò-

ðà ñïëîøíîñòè âíå îáëàñòè äèñïåðãèðîâàííîãî ìàòåðèàëà, �îðìèðóþùåéñÿ ó

âåðøèíû òðåùèíû, (íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò âåðøèíû òðåùèíû R → ∞)

ðàçûñêèâàåòñÿ â �îðìå

χ(R, θ) =
∞∑

k=0

Rλk+1fk(θ),

ψ(R, θ) = 1−
∞∑

k=0

Rγkgk(θ),

(3.13)

èëè â ðàçâåðíóòîé �îðìå

χ(R, θ) = Rλ0+1f0(θ) + Rλ1+1f1(θ) + Rλ2+1f2(θ) +Rλ3+1f3(θ)+

+Rλ4+1f4(θ) + o(Rλ4),

ψ(R, θ) = 1− Rγ0g0(θ)−Rγ1g1(θ)−Rγ2g2(θ)−Rγ3g3(θ)−
−Rγ4g4(θ) + o(Rγ4),

(3.14)

ãäå χ(R, θ) � �óíêöèÿ íàïðÿæåíèÿ Ýðè, λk, γk, fk(θ), gk(θ) � íåèçâåñòíûå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå �óíêöèè, ñîîòâåòñòâåííî, ïîäëåæàùèå îïðå-

äåëåíèþ. Â ñèëó ðàçëîæåíèé (3.14) àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïîíåíò

òåíçîðà íàïðÿæåíèé âíå îáëàñòè äèñïåðãèðîâàííîãî ìàòåðèàëà èìååò âèä

σij(R, θ) =
∞∑

k=0

Rλk−1σ̃
(k)
ij (θ),

(3.15)

ãäå

σ̃
(k)
RR(θ) = (λk + 1)fk + (fk)

′′,

σ̃
(k)
Rθ (θ) = −(λk + 1)(fk)

′,

σ̃
(k)
θθ (θ) = λk(λk + 1)fk,
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èëè â ðàñêðûòîé �îðìå

σRR(R, θ) = Rs0[(λ0 + 1)f0 + f ′′
0 ] + Rs1[(λ1 + 1)f1 + f ′′

1 ]+

+ Rs2[(λ2 + 1)f2 + f ′′
2 ] + Rs3[(λ3 + 1)f3 + f ′′

3 ]+

+ Rs4[(λ4 + 1)f4 + f ′′
4 ] + ...,

σRθ(R, θ)=−Rs0(λ0+1)f ′
0 − Rs1(λ1+1)f ′

1 − Rs2(λ2+1)f ′
2−

− Rs3(λ3 + 1)f ′
3 −Rs4(λ4 + 1)f ′

4 + ...,

σθθ(R, θ) = Rs0λ0(λ0 + 1)f0 +Rs1λ1(λ1 + 1)f1 + Rs2λ2(λ2 + 1)f2+

+ Rs3λ3(λ3 + 1)f3 +Rs4λ4(λ4 + 1)f4 + ...,

(3.16)

ãäå sk = λk − 1.

Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç óðàâíåíèé çàäà÷è ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÷òî ñïðà-

âåäëèâû ðàâåíñòâà λk−λ0 = k(λ1−λ0) äëÿ âñåõ k è àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðèíèìàåò �îðìó

σe(R, θ) = Rλ0−1σ(0)
e (θ)[1 +Rλ1−λ0σ(1)

e (θ) + R2(λ1−λ0)σ(2)
e (θ)+

+R3(λ1−λ0)σ(3)
e (θ) + R4(λ1−λ0)σ(4)

e (θ)] + ...,
(3.17)

ãäå

σ(0)
e =

√
[(1− λ20)f0 + f ′′

0 ]
2 + 4λ20(f

′
0)

2,

σ(1)
e = f (1)

e /(σ(0)
e )2, f (1)

e = [(1− λ20)f0 + f ′′
0 ][(1− λ21)f1 + f ′′

1 ] + 4λ0λ1f
′
0f

′
1,
(3.18)

σ(2)
e =

1

2


 f

(2)
e

(σ
(0)
e )2

−
(

f
(1)
e

(σ
(0)
e )2

)2

 ,

f (2)
e = [(1− λ20)f1 + f ′′

1 ]
2 + 2[(1− λ20)f0 + f ′′

0 ][(1− λ22)f2 + f ′′
2 ]+

+4λ21f
2
1 + 8λ0λ2f

′
1f

′
2,

σ(3)
e =

1

2


 f

(3)
e

(σ
(0)
e )2

− f
(1)
e f

(2)
e

(σ
(0)
e )4

+

(
f
(1)
e

(σ
(0)
e )2

)3

 ,

f (3)
e = 2[(1− λ20)f0 + f ′′

0 ][(1− λ23)f3 + f ′′
3 ] + 2[(1− λ21)f1 + f ′′

1 ]×
× [(1− λ22)f2 + f ′′

2 ] + 8λ0λ3f
′
0f

′
3 + 8λ1λ2f

′
1f

′
2,

(3.19)

σ(4)
e =

1

8

[
−5

(
f
(1)
e

(σ
(0)
e )2

)4

+ 6

(
f
(1)
e

(σ
(0)
e )2

)2
f
(2)
e

(σ
(0)
e )2

−
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−
(

f
(2)
e

(σ
(0)
e )2

)2

− 4
f
(1)
e f

(3)
e

(σ
(0)
e )4

+ 4
f
(4)
e

(σ
(0)
e )2

]
,

f (4)
e = [(1− λ22)f2 + f ′′

2 ]
2 + 2[(1− λ20)f0 + f ′′

0 ][(1− λ24)f4 + f ′′
4 ]+

+2[(1− λ21)f1 + f ′′
1 ][(1− λ23)f3 + f ′′

3 ] + 4λ22(f
′
2)

2 + 8λ0λ4f
′
0f

′
4 + 8λ1λ3f

′
1f

′
3.

Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé è ãèïîòåçà î òîì, ÷òî

ïîðÿäêè ìàëîñòè ñëàãàåìûõ, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîÿâëÿþùèõñÿ â ýòîì óðàâíå-

íèè â ïðàâîé ÷àñòè, ïîçâîëÿþò ñâÿçàòü ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé â àñèìïòîòè÷å-

ñêèõ ðàçëîæåíèÿõ �óíêöèè íàïðÿæåíèÿ Ýðè è ïàðàìåòðà ñïëîøíîñòè (3.14):

γ0 = (λ0−1)m, γk = (λ0−1)m+k(λ1−1). Àíàëèç àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè äàåò âîçìîæíîñòü óñòà-

íîâèòü, ÷òî λ1− λ0 = γ0 = (λ0− 1)m. Îòêóäà ëåãêî íàéòè, ÷òî γk = k(λ0− 1)m

è ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ñêî-

ðîñòåé äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè âíå îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî (äèñïåð-

ãèðîâàííîãî) ìàòåðèàëà:

ε̇RR(R, θ) = R(λ0−1)nε
(0)
RR(θ) + R(λ0−1)(n+m)ε

(1)
RR(θ) + R(λ0−1)(n+2m)ε

(2)
RR(θ)+

+R(λ0−1)(n+3m)ε
(3)
RR(θ) +R(λ0−1)(n+4m)ε

(4)
RR(θ) + ...,

ε̇Rθ(R, θ) = R(λ0−1)nε
(0)
Rθ(θ) +R(λ0−1)(n+m)ε

(1)
Rθ(θ) + R(λ0−1)(n+2m)ε

(2)
Rθ(θ)+

+R(λ0−1)(n+3m)ε
(3)
Rθ(θ) +R(λ0−1)(n+4m)ε

(4)
Rθ(θ) + ...,

(3.20)

ãäå óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè îïðåäå-

ëÿþòñÿ íèæåïðèâåäåííûìè �îðìóëàìè.

Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ êîì-

ïîíåíò òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ε
(0)
RR(θ) = (σ(0)

e )n−1[(1− λ20)f0 + f ′′
0 ], ε

(0)
Rθ(θ) = −2(σ(0)

e )n−1λ0f
′
0. (3.21)

Êîý��èöèåíòû ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè êîìïî-

íåíò òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé èìåþò âèä

ε
(1)
RR(θ)=(σ(0)

e )n−1
{
[(1−λ21)f1+f ′′

1 ] + [(1−λ20)f0 + f ′′
0 ][(n−1)σ(1)

e +ng1]
}
,

ε
(1)
Rθ(θ) = −2(σ(0)

e )n−1
{
λ1f

′
1 + λ0f

′
0[(n− 1)σ(1)

e + ng1]
}
.

(3.22)
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Êîý��èöèåíòû âòîðîãî ñëàãàåìîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ êîìïî-

íåíò òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé

ε
(2)
RR(θ) = (σ(0)

e )n−1
{
[(1− λ22)f2 + f ′′

2 ] + [(1− λ21)f1 + f ′′
1 ][(n− 1)σ(1)

e + ng1]+

+ [(1− λ20)f0 + f ′′
0 ]
{(n− 1)

2
[(n− 2)(σ(1)

e )2 + 2σ(2)
e ] + n(n− 1)g1σ

(1)
e +

+
n

2
[(n+ 1)g21 + 2g2]

}}
,

ε
(2)
Rθ(θ) = −2(σ(0)

e )n−1
{
λ2f

′
2 + λ1f

′
1[(n− 1)σ(1)

e + ng1]+

+ λ0f
′
0

{(n− 1)

2
[(n− 2)(σ(1)

e )2 + 2σ(2)
e ] + n(n− 1)g1σ

(1)
e +

n

2
[(n+ 1)g21 + 2g2]

}}
.

(3.23)

Êîý��èöèåíòû òðåòüåãî ñëàãàåìîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ êîìïî-

íåíò òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé

ε
(3)
RR(θ) = (σ(0)

e )n−1
{
[(1− λ23)f3 + f ′′

3 ] + [(1− λ22)f2 + f ′′
2 ][(n− 1)σ(1)

e + ng1]+

+ [(1− λ21)f1 + f ′′
1 ]
{(n− 1)

2
[(n− 2)(σ(1)

e )2+

+ 2σ(2)
e ] + n(n− 1)g1σ

(1)
e +

n

2
[(n+ 1)g21 + 2g2]

}
+

+ [(1− λ20)f0 + f ′′
0 ]
{(n− 1)

3!
[(n− 2)(n− 3)(σ(1)

e )3 + 6(n− 2)σ(1)
e σ(2)

e + 6σ(3)
e ]+

+
n

3!
[(n+ 1)(n+ 2)g31 + 6(n+ 1)g1g2 + 6g3]+

+
n− 1

2
ng1[(n− 2)(σ(1)

e )2 + 2σ(2)
e ] +

n

2
[(n+ 1)g21 + 2g2]

}}
,

ε
(3)
Rθ(θ) = −2(σ(0)

e )n−1
{
λ3f

′
3 + λ2f

′
2[(n− 1)σ(1)

e + ng1]+

+ λ1f
′
1

{(n− 1)

2
[(n− 2)(σ(1)

e )2 + 2σ(2)
e ] + n(n− 1)g1σ

(1)
e +

n

2
[(n+ 1)g21 + 2g2]

}
+

+ λ0f
′
0

{(n− 1)

3!
[(n+ 1)(n+ 2)g31 + 6(n+ 1)g1g2 + 6g3]+

+
n− 1

2
ng1[(n− 2)(σ(1)

e )2 + 2σ(2)
e ]+

+
(n− 1)

3!
[(n− 2)(n− 3)(σ(1)

e )3 + 6(n− 2)σ(1)
e σ(2)

e + 6σ(3)
e ]+

+
n

2
[(n+ 1)g21 + 2g2]

}}
.

(3.24)

Êîý��èöèåíòû ÷åòâåðòîãî ñëàãàåìîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ êîì-

ïîíåíò òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

ε
(4)
RR(θ) = (σ(0)

e )n−1ε̃
(4)
RR, ε

(4)
Rθ(θ) = (σ(0)

e )n−1ε̃
(4)
Rθ,
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ε̃
(4)
RR = (1− λ24)f4 + f ′′

4 + [(1− λ23)f3 + f ′′
3 ][(n− 1)σ(1)

e + ng1]+

+ [(1− λ22)f2 + f ′′
2 ]
{(n− 1)

2
[(n− 2)(σ(1)

e )2 + 2σ(2)
e ]+

+ n(n− 1)g1σ
(1)
e +

n

2
[(n+ 1)g21 + 2g2]

}
+

+ [(1− λ21)f1 + f ′′
1 ]
{(n− 1)

3!
[(n− 2)(n− 3)(σ(1)

e )3 + 6(n− 2)σ(1)
e σ(2)

e + 6σ(3)
e ]+

+
(n− 1)

2
[(n− 2)(σ(1)

e )2 + 2σ(2)
e ] +

n

2
(n− 1)σ(1)

e [(n+ 1)g21 + 2g2]+

+
n

3
[(n+ 1)(n+ 2)g31 + 6(n+ 1)g1g2 + 6g3]

}
+

+ [(1− λ20)f0 + f ′′
0 ]
{(n− 1)

4!

[
(n− 2)(n− 3)(n− 4)(σ(1)

e )4+

+ 12(n− 2)(n− 3)(σ(1)
e )2σ(2)

e

]
+

+
(n− 1)

4!
[24(n− 2)(σ(2)

e )2 + 24(n− 2)σ(1)
e σ(3)

e + 24σ(4)
e ]+

+
(n− 1)

3!
ng1[(n− 2)(n− 3)(σ(1)

e )3 + 6(n− 2)σ(1)
e σ(2)

e + 6σ(3)
e ]+

+
n

2

(n− 1)

2
[(n+ 1)g21 + 2g2][(n− 2)(σ(1)

e )2 + 2σ(2)
e ]+

+
n

3!
(n− 1)σ(1)

e [(n+ 1)(n+ 2)g31 + 6(n+ 1)g1g2 + 6g3]+

+
n

4!
[(n+ 1)(n+ 2)[(n+ 3)g41 + 12g21g2] + 24(n+ 1)[g22 + g1g3] + 24g4]

}
,

ε̃
(4)
Rθ = λ4f

′
4 + λ3f

′
3[(n− 1)σ(1)

e + ng1]+

+ λ2f
′
2

{(n− 1)

2
[(n− 2)(σ(1)

e )2 + 2σ(2)
e ] + n(n− 1)g1σ

(1)
e +

n

2
[(n+ 1)g21 + 2g2]

}
+

+ λ1f
′
1

{(n− 1)

3!
[(n− 2)(n− 3)(σ(1)

e )3 + 6(n− 2)σ(1)
e σ(2)

e + 6σ(3)
e ]+

+
(n− 1)

2
[(n− 2)(σ(1)

e )2 + 2σ(2)
e ] +

n

2
(n− 1)σ(1)

e [(n+ 1)g21 + 2g2]+

+
n

3
[(n+ 1)(n+ 2)g31 + 6(n+ 1)g1g2 + 6g3]

}
+

+ λ0f
′
0

{(n− 1)

4!
[(n− 2)(n− 3)(n− 4)(σ(1)

e )4 + 12(n− 2)(n− 3)(σ(1)
e )2σ(2)

e ]+

+
(n− 1)

4!
[24(n− 2)(σ(2)

e )2 + 24(n− 2)σ(1)
e σ(3)

e + 24σ(4)
e ]+

+
(n− 1)

3!
ng1[(n− 2)(n− 3)(σ(1)

e )3 + 6(n− 2)σ(1)
e σ(2)

e + 6σ(3)
e ]+

+
n

2

(n− 1)

2
[(n+ 1)g21 + 2g2][(n− 2)(σ(1)

e )2 + 2σ(2)
e ]+

(3.25)
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+
n

3!
(n− 1)σ(1)

e [(n+ 1)(n+ 2)g31 + 6(n+ 1)g1g2 + 6g3]+

+
n

4!
[(n+ 1)(n+ 2)[(n+ 3)g41 + 12g21g2] + 24(n+ 1)[g22 + g1g3] + 24g4]

}
.

Èç óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äå�îðìàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó îáûêíîâåí-

íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëîâûõ ðàñïðåäåëåíèé

êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèè f0(θ) ïîëó÷àåòñÿ

íåëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ ðàñ-

ñìàòðèâàåìûì ðàíåå óðàâíåíèåì (2.12)

2[(λ0 − 1)n+ 1]
dε

(0)
Rθ

dθ
=
d2ε

(0)
RR

dθ2
− (λ0 − 1)n[(λ0 − 1)n+ 2]ε

(0)
RR.

(3.26)

Îòíîñèòåëüíî �óíêöèé fk(θ)(k ≥ 1) èç óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè (2.3) ñëåäóþò

ëèíåéíûå îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

2[(λ0 − 1)(n+ km) + 1]
dε

(k)
Rθ

dθ
=
d2ε

(k)
RR

dθ2
−

− (λ0 − 1)(n+ km)[(λ0 − 1)(n+ km) + 2]ε
(k)
RR.

(3.27)

�åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.26), (3.27) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì fk(θ = ±π) = 0 è f ′
k(θ = ±π) = 0. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû

óðàâíåíèé (3.26), (3.27) íà îòðåçêå [−π, π] ðàçûñêèâàëîñü ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî

âûøå àëãîðèòìà â ïàêåòå Mathematia V. 5.1. �åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.

19 � 26.

�åøåíèå óðàâíåíèÿ (3.26) âìåñòå ñ óñëîâèÿìè îòñóòñòâèÿ ïîâåðõíîñòíûõ

óñèëèé ïðèâîäèò ê ðàíåå ðàññìîòðåííîé íåëèíåéíîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ.

3.2. �åîìåòðèÿ îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòå-

ðèàëà

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.26), (3.27)

ìîæíî îïðåäåëèòü ãðàíèöó îáëàñòè äèñïåðãèðîâàííîãî ìàòåðèàëà â îêðåñòíî-
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�èñ. 19. �åîìåòðèÿ îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà äëÿ Mp = 0

ñòè âåðøèíû òðåùèíû ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé

ψ(R, θ)=1−Rγ0g0(θ) = 0,

ψ(R, θ)=1−Rγ0g0(θ)−Rγ1g1(θ) = 0,

ψ(R, θ)=1−Rγ0g0(θ)−Rγ1g1(θ)−Rγ2g2(θ) = 0,

ψ(R, θ)=1−Rγ0g0(θ)−Rγ1g1(θ)−Rγ2g2(θ)−Rγ3g3(θ) = 0,

ψ(R, θ)=1−Rγ0g0(θ)−Rγ1g1(θ)−Rγ2g2(θ)−Rγ3g3(θ)−Rγ4g4=0,

................................................ ,

èëè â áîëåå îáùåé �îðìå

ψ(R, θ) = 1−
N∑

j=0

Rγjgj(θ) = 0.

Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå óñëîâèÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå ïðè-

íÿòü óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ñáëèæåíèÿ ñ ðåøåíèåì Õàò÷èíñîíà � �àéñà �

�îçåíãðåíà (λ = n/(n+ 1)) è ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âíå îáëàñòè àêòèâíîãî íàêîï-

ëåíèÿ ïîâðåæäåíèé ðåøåíèå âûõîäèò íà àñèìïòîòèêó Õàò÷èíñîíà � �àéñà �

�îçåíãðåíà, òî ãðàíèöû îáëàñòè äèñïåðãèðîâàííîãî ìàòåðèàëà, ïîñòðîåííûå ñ

ïîìîùüþ äâó÷ëåííîãî è òðåõ÷ëåííîãî àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïàðàìåòðà

ñïëîøíîñòè, çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïî ñâîåé �îðìå è ðàçìå-

ðàì, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ðàçëîæåíèÿ (3.14) íå èìåþò àñèìïòîòè÷å-
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ñêîé ïðèðîäû, èáî êàæäîå ñëåäóþùåå ñëàãàåìîå â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè

äîëæíî áûòü ìàëîé ïîïðàâêîé ê ïðåäûäóùåìó.

Îäíàêî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû â óñëî-

âèÿõ ñìåøàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ èìååòñÿ îáëàñòü ñ ïðîìåæóòî÷íîé àñèìï-

òîòèêîé ïîëÿ íàïðÿæåíèé (ãäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò çíà÷åíèé

çàäà÷è Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà è îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè, ïðèâå-

äåííûìè â Òàáëèöàõ 1 � 5), òî àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ (3.14) ïðèâîäÿò

ê ãðàíèöàì îáëàñòè äèñïåðãèðîâàííîãî ìàòåðèàëà, ñõîäÿùèìñÿ ê ïðåäåëüíîìó

êîíòóðó.

Íîâîå ïðîìåæóòî÷íî � àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íàïðÿæåíèé â çàäà÷å î

òðåùèíå íîðìàëüíîãî îòðûâà â ñðåäå ñ ïîâðåæäåííîñòüþ â ñâÿçàííîé ïîñòà-

íîâêå áûëî íàéäåíî è êîí�èãóðàöèè îáëàñòåé ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòå-

ðèàëà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 19 � 26.
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3.3. Àìïëèòóäíûé ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü C̃

Ïîñëå âîçâðàùåíèÿ ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì (r, θ, t) ïîëå íàïðÿæåíèé âíå

îáëàñòè äèñïåðãèðîâàííîãî ìàòåðèàëà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

σij(r, θ, t) = (Atm)−1/mC̃
[
Rλ0−1σ̃

(0)
ij (θ) + Rλ1−1σ̃

(1)
ij (θ)+

+Rλ2−1σ̃
(2)
ij (θ) + ...

]
,

(3.28)

ãäå R = r(AtC̃m)1/((λ−1)m)
. Îñîáåííîñòüþ ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ çà-

âèñèìîñòü ïîëÿ íàïðÿæåíèé òîëüêî îò îäíîãî àìïëèòóäíîãî ìíîæèòåëÿ C̃, êî-

òîðûé îòðàæàåò âëèÿíèå ãåîìåòðèè ðåàëüíîãî îáðàçöà è ñèñòåìû ïðèëîæåí-

íûõ íàãðóçîê íà ïîëå íàïðÿæåíèé âáëèçè âåðøèíû òðåùèíû. Òàêèì îáðàçîì

äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîëÿ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû äîñòàòî÷-

íî îïðåäåëèòü òîëüêî îäèí ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü C̃. Â òðàäèöèîííîé ìå-

õàíèêå òðåùèí èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, êîòîðûé ïðèâîäèò ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ

òðåõ èëè áîëåå êîý��èöèåíòîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïîëÿ íàïðÿæå-

íèé. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â íåëèíåéíîé ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ, îäíîé èç çàäà÷

êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â

íåïîñðåäñòâåííîé îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû, áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ

ïîñòðîåíèþ âûñøèõ ïðèáëèæåíèé â àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ ìåõàíè÷å-

ñêèõ âåëè÷èí (ïîëåé íàïðÿæåíèé, äå�îðìàöèé è ïåðåìåùåíèé) âáëèçè êîí÷èêà

òðåùèíû â íåëèíåéíûõ ìàòåðèàëàõ. Äëÿ ìàòåðèàëîâ, ñëåäóþùèõ ñòåïåííîìó

çàêîíó óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè ε̇ij = 3Bσn−1
e sij/2, àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëî-

æåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì

âèäå

σij(r, θ)=

(
C∗

BInr

)1/(n+1)

σ
(1)
ij (θ) + A2r

s2−1σ
(2)
ij (θ) + A3r

s3−1σ
(3)
ij (θ) + . . . . (3.29)

Ýòî ïîëå ñòðîèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì äëÿ ïëàñòè÷åñêèõ ñðåä:

σij(r, θ)=

(
J

BInr

)1/(n+1)

σ
(1)
ij (θ) + A2r

s2−1σ
(2)
ij (θ) + A3r

s3−1σ
(3)
ij (θ) + . . . . (3.30)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3.30) â ëèòåðàòóðå íîñèò íàçâàíèå ðåøåíèÿ Õàò÷èíñîíà �

�àéñà � �îçåíãðåíà. Â (3.29) �èãóðèðóåò C∗
� èíòåãðàë, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíî-
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øåíèåì

C∗ =

∫

Γ

(Ẇdx2 − σijnju̇i,1ds),
(3.31)

ãäå Ẇ =
ε̇kl∫
0

σijdε̇ij =
n

n+1
σeε̇e.

Äåòàëüíûé àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èíòåí-

ñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîêàçàë, ÷òî ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé â (3.29)

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé s3−s1 = 2(s2−s1). Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç òðåõ÷ëåííîãî
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé (3.29) è èíòåí-

ñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÷òî êîíñòàíòû A2 è

A3 ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì A3/A1 = (A2/A1)
2
, ò.å. îíè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Â ëèòåðàòóðå èìååòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî îöåíîê èíâàðèàíòíîãî C∗
� èí-

òåãðàëà, ïîëó÷åííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ îáðàçöîâ, êîòîðûå íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëü-

çóþòñÿ â ýêñïåðèìåíòå [76, 78, 79, 80, 81, 125, 126℄. Îäíàêî ìíîãèå âîïðîñû, ñâÿ-

çàííûå ñ îïðåäåëåíèåì âòîðîãî êîý��èöèåíòà â àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ

A2, íà äàííûé ìîìåíò îñòàþòñÿ îòêðûòûìè. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

A2 â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ïðèëîæåííûõ íàãðóçîê, ãåîìåòðè÷åñêèõ

õàðàêòåðèñòèê îáðàçöà è ïîêàçàòåëÿ íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà n. Îïðåäåëåíèå

ýòîãî êîý��èöèåíòà è ñîñòàâëÿåò îäíó èç âàæíûõ çàäà÷ íåëèíåéíîé ìåõàíèêè

ðàçðóøåíèÿ, ïîñêîëüêó äàæå èçâåñòíûå îöåíêè, êîòîðûå ïðèâåäåíû â ñïðàâî÷-

íîé ëèòåðàòóðå, äàþò ñóùåñòâåííóþ ïîãðåøíîñòü. Íàïðèìåð, äëÿ îáðàçöà ñ

îäíîñòîðîííèì áîêîâûì íàäðåçîì äëÿ èíâàðèàíòíîãî C∗
� èíòåãðàëà èìååòñÿ

îöåíêà C∗ = Bσ0ǫ0W (1−a)ah1(P/P0), ãäå P0 = 1, 4555ηW (1−a)σ0, h1 � áåçðàç-
ìåðíàÿ �óíêöèÿ ïðèëîæåííîé íàãðóçêè è ãåîìåòðèè îáðàçöà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

óòî÷íåííûå âû÷èñëåíèÿ, ïðîâåäåííûå â ïîñëåäíåå âðåìÿ, ïîêàçàëè, ÷òî çíà÷å-

íèÿ �óíêöèè h1 ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò ïðèâåäåííûõ â ñïðàâî÷íèêàõ áîëåå ÷åì íà

ñòî ïðîöåíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ïîÿâëåíèåì âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ, òà-

êèõ êàê Simulia Abaqus, ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íûõ

îöåíîê äëÿ ïàðàìåòðîâ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ, ÷òî è ñîñòàâëÿåò îäíó èç çàäà÷

ñîâðåìåííîé ìåõàíèêè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Èçâåñòíî, ÷òî àìïëèòóä-

íûå êîý��èöèåíòû, âõîäÿùèå â ñòðóêòóðó ïîëåé íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé

â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû, ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ñîïðîòèâëåíèÿ

ìàòåðèàëà ðàçðóøåíèþ. Ýòè êîý��èöèåíòû ìîãóò îïèñûâàòü òåêóùåå ñîñòîÿ-
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íèå èëè ïðèíèìàòü ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ íàêîïëåííûõ

ïîâðåæäåíèé â èññëåäóåìîì îáðàçöå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàâøåéñÿ ïîñòîÿííîé

A2 ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû, âêëþ÷àþùèå êîíå÷íî � ýëåìåíòíûé àíà-

ëèç äëÿ îáðàçöîâ ðàçëè÷íîé êîí�èãóðàöèè, íàõîäÿùèõñÿ ïðè äåéñòâèè ðàçëè÷-

íûõ íàãðóçîê. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå èññëåäîâàíèå äàííîé ïðîáëåìû íå ÿâëÿ-

åòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè çàâåðøåííûì è òðåáóåò îáúåäèíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè

èññëåäîâàòåëÿìè ðåçóëüòàòîâ â åäèíûé ñïðàâî÷íèê, ïîäîáíûé ñóùåñòâóþùèì

ñïðàâî÷íèêàì, ñîäåðæàùèì îöåíêè êîý��èöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé

è J-èíòåãðàëà [25, 26, 151℄. Àëüòåðíàòèâîé îïèñàííîìó âûøå ïîäõîäó ÿâëÿåòñÿ

ó÷åò ïðîöåññîâ íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé âáëèçè êîí÷èêà òðåùèíû, ÷òî ïðèâî-

äèò ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé â îêðåñòíîñòè âåð-

øèíû òðåùèíû (3.28), ñîäåðæàùåìó òîëüêî îäèí àìïëèòóäíûé ìíîæèòåëü, ÷òî

çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷è. Îäèí àìïëèòóäíûé �àêòîð C̃ ìîæåò

áûòü îïðåäåëåí ñ ïîìîùüþ èíêîðïîðèðîâàíèÿ ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà ñïëîø-

íîñòè (ïîâðåæäåííîñòè) â ðàñ÷åòíûå êîìïëåêñû, îñóùåñòâëÿþùèå êîíå÷íî �

ýëåìåíòíûé àíàëèç, íàïðèìåð Simulia Abaqus, Mehanial ANSYS.

3.4. Âûâîäû ïî òðåòüåé ãëàâå

Â òðåòüåé ãëàâå ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î ñòàöèîíàðíîé

òðåùèíå â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè ïðè ñìåøàííîì íàãðóæåíèè â ïîëíîì äèàïà-

çîíå ñìåøàííûõ �îðì íàãðóæåíèÿ. Íàéäåíî íîâîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

íàïðÿæåíèé ó âåðøèíû òðåùèíû â ñðåäå ñ ïîâðåæäåííîñòüþ. Íîâóþ àñèìïòî-

òèêó ïîëÿ íàïðÿæåíèé ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïðîìåæóòî÷íóþ àñèìïòî-

òèêó ïîëÿ íàïðÿæåíèé è ïàðàìåòðà ñïëîøíîñòè, ñïðàâåäëèâóþ íà ðàññòîÿíèÿõ,

ìíîãî áîëüøèõ õàðàêòåðíîãî ëèíåéíîãî ðàçìåðà îáëàñòè ïîâðåæäåííîãî ìàòå-

ðèàëà, íî âñå åùå ìíîãî ìåíüøèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé òðåùèíû, ñ õàðàêòåð-

íûì ëèíåéíûì ðàçìåðîì òåëà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâîé àñèìïòîòèêè äàëüíå-

ãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé ó âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ

ïîñòðîåíû êîí�èãóðàöèè îáëàñòåé äèñïåðãèðîâàííîãî ìàòåðèàëà. Øåñòè÷ëåí-

íûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ïàðàìåòðà ñïëîøíîñòè ïðèâîäÿò ê êîíòóðàì

îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà, ñõîäÿùèìñÿ ê íåêîòîðîìó ïðå-

äåëüíîìó êîíòóðó.
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4. �ëàâà 4. Ñìåøàííîå íàãðóæåíèå òîíêîé ïëà-

ñòèíû ñ ðàçðåçîì. Ïëîñêîå íàïðÿæåííîå ñî-

ñòîÿíèå

4.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå óðàâ-

íåíèÿ. Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì

Èññëåäîâàíèå íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòè

âåðøèíû òðåøèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ýëåìåíòà êîíñòðóê-

öèè â ìàòåðèàëå ñî ñòåïåííûìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè (2.1) ïðèâîäèò ê

íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (2.2) è óñëîâèÿ ñîâìåñòíî-

ñòè äå�îðìàöèé (2.3).

Â ïðåäëîæåíèè ðåàëèçàöèè ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿþ-

ùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

εrr =
1

2
Bσn−1

e (2σrr − σθθ), εθθ =
1

2
Bσn−1

e (2σθθ − σrr),

εrθ =
3

2
Bσn−1

e σrθ,
(4.1)

ãäå èíòåíñèâíîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

σ2
e = σ2

rr + σ2
θθ − σrrσθθ + 3σ2

rθ.

Ñòåïåííîé õàðàêòåð îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé çàäà÷è (4.1) ïîçâîëÿåò îá-

ðàòèòüñÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî

ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì:

χ(r, θ) = rλ+1f(θ). (4.2)

Òîãäà êîìïîíåíòû òåíçîðà äå�îðìàöèè ïðèíèìàþò âèä

εrr(r, θ) =
1

2
r(λ−1)nfn−1

e [(λ+ 1)(2− λ)f(θ) + 2f ′′(θ)],

εθθ(r, θ) =
1

2
r(λ−1)nfn−1

e [(λ+ 1)(2λ− 1)f(θ)− f ′′(θ)],

εrθ(r, θ) = −3

2
r(λ−1)nfn−1

e λf ′(θ),

(4.3)
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ãäå

f 2
e (θ) = [(λ+ 1)f(θ) + f ′′(θ)]2 + λ2(λ+ 1)2f 2(θ)−

−[(λ+ 1)f(θ) + f ′′(θ)]λ(λ+ 1)f(θ) + 3λ2f ′2(θ).

Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äå�îðìàöèé (2.3) ïðèâîäèò ê íåëèíåéíîìó îáûêíî-

âåííîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî �óíê-

öèè f(θ)

d2

dθ2

{
fn−1
e [(λ+1)(2−λ)f(θ) + 2f ′′(θ)]

}
+ 6[(λ−1)n+1]

d

dθ
[fn−1

e f ′(θ)]−

− (λ− 1)nfn−1
e [(λ+ 1)(2− λ)f(θ) + 2f ′′(θ)]+

+ [(λ− 1)n+ 1](λ− 1)nfn−1
e [(λ+ 1)(2λ− 1)f(θ)− f ′′(θ)] = 0.

(4.4)

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è òðàäèöèîííî åñòü óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ïîâåðõ-

íîñòíûõ óñèëèé íà áåðåãàõ òðåùèíû

f(θ = ±π) = 0, f ′(θ = ±π) = 0. (4.5)

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì (4.2) (ìåòîä

ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ) ïðèâîäèò ê íåëèíåéíîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ: íåîáõîäèìî íàéòè çíà÷åíèÿ λ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëü-

íûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.4),

ïîä÷èíÿþùèåñÿ êðàåâûì óñëîâèÿì (4.5). Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé äëÿ òðåùèí

íîðìàëüíîãî îòðûâà è ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû óñëîâèÿ

ñèììåòðèè (äëÿ òðåùèíû òèïà I) èëè àíòèñèììåòðèè (äëÿ òðåùèíû òèïà II)

ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ëó÷à θ = 0 è ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ëèøü äëÿ îäíîé ïîëó-

ïëîñêîñòè, íàïðèìåð, äëÿ âåðõíåé, êîãäà 0 6 θ 6 π. Ïðè àíàëèçå íàïðÿæåííî

� äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî

äå�îðìèðîâàíèÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ðåøåíèé èñïîëüçîâàí áûòü íå ìîæåò

è íåîáõîäèìî èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è âî âñåé ïëîñêîñòè −π 6 θ 6 π è ñîîá-

ðàæåíèÿ ñèììåòðèè èëè àíòèñèììåòðèè èñïîëüçîâàíû áûòü íå ìîãóò. Äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ó÷åñòü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñìåøàí-

íîñòè íàãðóæåíèÿ Mp
, çàäàþùåãî âèä ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ

â ðàìêàõ íàñòîÿùåãî ïîäõîäà ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòðîåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
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óðàâíåíèÿ (4.4) íà îòðåçêå [0, π] ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

f(θ = 0) = 1, f ′(θ = 0) = (λ+ 1)/tg(Mpπ/2),

f(θ = π) = 0, f ′(θ = π) = 0.
(4.6)

Ïåðâîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå íîðìèðîâêè, êîòîðîå

ìîæíî íàëîæèòü â ñèëó îäíîðîäíîñòè óðàâíåíèÿ (4.4). Íà ñëåäóþùåì ýòàïå

ñòðîèòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå íåëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.4)

íà îòðåçêå [−π, 0] ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

f(θ = −π) = 0, f ′(θ = −π) = 0,

f(θ = 0) = 1, f(θ = 0) = (λ+ 1)/tg(Mpπ/2).
(4.7)

Ïîäîáíûé ïîäõîä áûë ðåàëèçîâàí äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ íàïðÿæåíèé â îáëà-

ñòè êîí÷èêà òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ ïðè ïëîñêîì äå�îð-

ìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Ïðè îñóùåñòâëåíèè ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ, êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàññìàòðèâàå-

ìîé íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ

çàäà÷è Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà λ = n/(n+1). Îäíàêî ïðè ïîñòðîåíèè

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (4.4) îêàçàëîñü, ÷òî ðàäèàëüíîå íàïðÿæå-

íèå σrr(r, θ) ïðè θ = 0 ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ, òîãäà êàê äëÿ òðåùèí íîðìàëüíîãî

îòðûâà è ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà, ò.å. äëÿ Mp = 1 è Mp = 0 , ïîëå íàïðÿæåíèé

íåïðåðûâíî.

4.2. ×èñëåííîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå

�óíêöèè

Îáû÷íî ïðè èññëåäîâàíèè ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñò-

íûì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîé íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ λ = n/(n + 1). Îäíàêî äàííîå ïðåäïîëîæåíèå ïðèâîäèò ê ðàçðûâ-

íîìó ïîëþ ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ è, êàê ïîêàçûâàåò ïðèáëèæåííûé àíàëèç

ðàññìàòðèâàåìîé íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, íå ìîæåò áûòü

èñïîëüçîâàíî â ñëó÷àå ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ñèëó óêàçàííûõ
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ïðè÷èí îïðåäåëèì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è, âåäóùåå ê íåïðåðûâíîìó ïîëþ

ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ. Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä áûë ïðèìåíåí äëÿ íàõîæäåíèÿ

âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ïàðàãðà�å 2.3, ãäå áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî

òàêîé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðèâîäèò ê êîíòóðàì îáëàñòè

äèñïåðãèðîâàííîãî ìàòåðèàëà, ñõîäÿùèìñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëüíîìó êîíòóðó.

Ïðîöåäóðà ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îñíîâûâàåòñÿ íà ñëå-

äóþùèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ. Â ñëó÷àå ñìåøàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ ñîîáðàæåíèÿ

ñèììåòðèè è àíòèñèììåòðèè èñïîëüçîâàíû áûòü íå ìîãóò è íåîáõîäèìî èñêàòü

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.4) íà îòðåçêå [−π, π]. Â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ

ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (4.4) îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [−π, π] ìîæíî
ðàçáèòü íà äâà îòðåçêà: [−π, 0] è [0, π]. Ñíà÷àëà óðàâíåíèå (4.4) èíòåãðèðóåò-

ñÿ íà îòðåçêå [0, π] è êðàåâàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êîøè ñ íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè

f(θ = 0) = 1, f ′(θ = 0) = (λ+ 1)/ tg
(
Mpπ/2

)
,

f ′′(θ = 0) = A2, f ′′′(θ = 0) = A3.
(4.8)

Çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïåðâîãî ïîðÿäêà íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ñìåøàííîñòè

íàãðóæåíèÿ (çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ (1.8), çàäàþùåãî

âèä íàãðóæåíèÿ, èçâåñòíî). Íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå A2 è A3 îïðåäåëÿþòñÿ òà-

êèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü êðàåâûå óñëîâèÿ íà âåðõíåì áåðåãó òðåùèíû:

f(θ = π) = 0, f ′(θ = π) = 0. (4.9)

Ïîñëå òîãî êàê ïîäîáðàíû ïîñòîÿííûå A2 è A3, óðàâíåíèå (4.4) èíòåãðè-

ðóåòñÿ íà îòðåçêå [−π, 0]. Âíîâü äâóõòî÷å÷íàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ

(4.4) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (4.7) çàìåíÿåòñÿ çàäà÷åé Êîøè ñ íà÷àëüíûìè

óñëîâèÿìè

f(θ = −π) = 0, f ′(θ = −π) = 0, f ′′(θ = −π) = B2, f
′′′(θ = −π) = B3. (4.10)

Íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå B2 è B3 ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âû-

ïîëíÿëèñü óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ýëåìåíòà, ðàñïîëîæåííîãî íà ëó÷å θ = 0. Óðàâ-

íåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äàííîãî ýëåìåíòà òðåáóþò íåïðåðûâíîñòè êîìïîíåíò òåíçîðà

íàïðÿæåíèé σθθ è σrθ íà ëó÷å θ = 0, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé íåïðåðûâíîñòü �óíê-

öèé f(θ) è f ′(θ) ïðè θ = 0 (è, ñëåäîâàòåëüíî, êðàåâûå óñëîâèÿ (4.10)). Ïîýòîìó
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äâå íåèçâåñòíûå ïîñòîÿííûå B2 è B3 îïðåäåëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðå-

øåíèå, ðàçûñêèâàåìîå íà îòðåçêå [−π, 0], óäîâëåòâîðÿëî áû êðàåâûì óñëîâèÿì

ïðè θ = 0.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè îïèñàííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîá-

ñòâåííîå çíà÷åíèå èçâåñòíî è îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ðåøåíèÿ Õàò÷èí-

ñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà λ = n/(n+ 1). Îäíàêî, ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.4) îêàçàëîñü, ÷òî äàííîå ïðåäïîëîæåíèå ïðèâîäèò ê ðàç-

ðûâíîìó ïîëþ ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ σrr â ñëó÷àå ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ

îáðàçöà ñ äå�åêòîì, òàê êàê äëÿ òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà (òðåùèíû òèïà

I) è ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà (òðåùèíû òèïà II), ò.å. äëÿ Mp = 1 è Mp = 0, ðàäè-

àëüíîå ïîëå íàïðÿæåíèé íåïðåðûâíî. Òàêèì îáðàçîì, êàê ïîêàçûâàåò ïðèáëè-

æåííûé àíàëèç íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé íåëèíåéíîé çàäà÷è

íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îòâå÷àþùåå ðåøåíèþ Õàò÷èí-

ñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â ñëó÷àå ñìåøàííîãî

íàãðóæåíèÿ äëÿ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîãî â ïàðàãðà�å 2.3 ÷èñëåííîãî ìåòîäà áûëè óòî÷íå-

íû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, îòâå÷àþùèå çàäà÷å Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà,

äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâå-

äåíû â òàáëèöàõ 6 � 12, ãäå ñîáðàíû íîâûå çíà÷åíèÿ λ è ïðèñòðåëî÷íûå çíà÷å-

íèÿ f ′′(θ = 0), f ′′′(θ = 0), f ′′(θ = −π) è f ′′′(θ = −π) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿMp
è ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çíà÷åíèé ïîêà-

çàòåëÿ íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà n. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðîâ

íàïðÿæåíèé è äå�îðìàöèé, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî àíàëèçà äëÿ

íîâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïîêàçàíû íà ðèñ. 27 � 30. Ëèíèè ðàâíûõ çíà÷å-

íèé èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû

èçîáðàæåíû íà ðèñ. 31 � 35.

Ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà áûëè íàéäåíû äðóãèå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è, îòëè÷íûå îò ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, îòâå÷àþùåãî

çàäà÷å Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû

â òàáëèöàõ 13 � 16. Ïîñòðîåíû óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðîâ íà-

ïðÿæåíèé σθθ, σrθ è σrr, äëÿ íîâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ðèñ. 36 � 41).



67

Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
0.9 0.710960 -0.878015 -0.059127 -0.724120 0.428064

0.8 0.721666 -0.889149 -0.501650 -0.898579 0.348145

0.7 0.733089 -0.921053 -1.087827 -1.143866 0.311439

0.6 0.740101 -0.951096 -1.774144 -1.465507 0.290927

0.5 0.744332 -0.974435 -2.613062 -1.898950 0.276300

0.4 0.746893 -0.991172 -3.732943 -2.521575 0.262339

0.3 0.748445 -1.002588 -5.438885 -3.518917 0.244099

0.2 0.749363 -1.009899 -8.639267 -5.450935 0.210905

0.1 0.749848 -1.013963 -17.857405 -11.119908 0.112696

Òàáëèöà 6. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ n = 3

Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
0.9 0.813057 -0.918935 -0.078809 -0.934756 0.294866

0.8 0.813522 -0.910480 -0.379570 -1.085758 0.244019

0.7 0.821183 -0.942182 -0.945119 -1.353750 0.223389

0.6 0.826595 -0.980308 -1.877300 -1.720923 0.214889

0.5 0.829711 -1.010626 -2.474608 -2.217574 0.211543

0.4 0.831456 -1.031834 -3.692485 -2.931140 0.210848

0.3 0.832434 -1.045751 -5.310084 -4.075287 0.211815

0.2 0.832975 -1.054353 -8.270256 -6.295063 0.214040

0.1 0.833249 -1.059014 -17.175345 -12.817403 0.217377

Òàáëèöà 7. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ n = 5
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Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
0.9 0.84177785 -0.65176078 -0.06902450 -0.70653361 0.18084768

0.8 0.84202705 -0.57395163 -0.24463436 -0.72417013 0.13443608

0.7 0.84667285 -0.50332097 -0.47689697 -0.76445660 0.10651094

0.6 0.85145875 -0.44198314 -0.71463082 -0.81738465 0.08737114

0.5 0.85418185 -0.37678736 -0.89711104 -0.86832378 0.07204136

0.4 0.85565325 -0.30541344 -1.02717175 -0.90933069 0.05807172

0.3 0.85644585 -0.23530069 -1.14009661 -0.95988212 0.04563737

0.2 0.85687015 -0.16066518 -1.22620969 -1.00338089 0.03288647

0.1 0.85707955 -0.08275264 -1.29886808 -1.04711530 0.01956806

Òàáëèöà 8. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ n = 6

Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
0.9 0.863005 -0.939455 -0.117494 -1.070440 0.230710

0.8 0.863118 -0.931654 -0.409135 -1.230020 0.194901

0.7 0.865837 -0.941813 -0.850487 -1.498387 0.181311

0.6 0.870107 -0.983152 -1.789715 -1.900363 0.178418

0.5 0.872529 -1.017364 -2.369760 -2.444916 0.180489

0.4 0.873794 -1.040530 -3.427356 -3.225923 0.186395

0.3 0.874448 -1.054980 -5.004927 -4.477821 0.197231

0.2 0.874787 -1.063523 -8.019713 -6.907737 0.218081

0.1 0.874951 -1.068014 -16.399514 -14.051259 0.275592

Òàáëèöà 9. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ n = 7
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Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
0.9 0.892132 -0.951743 -0.148784 -1.166821 0.191437

0.8 0.892187 -0.945074 -0.441700 -1.335332 0.164138

0.7 0.892756 -0.938703 -0.786691 -1.605170 0.154589

0.6 0.896185 -0.979984 -1.473179 -2.032212 0.154562

0.5 0.898187 -1.017020 -2.446724 -2.613278 0.159358

0.4 0.899167 -1.041283 -3.428549 -3.445052 0.168585

0.3 0.899637 -1.055617 -4.929978 -4.777032 0.184458

0.2 0.899986 -1.063699 -7.757085 -7.364961 0.214921

0.1 0.899969 -1.067810 -15.870539 -14.973046 0.300772

Òàáëèöà 10. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ n = 9

Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
0.9 0.911123 -0.959920 -0.172574 -1.239380 0.164364

0.8 0.911145 -0.954022 -0.468121 -1.415250 0.142450

0.7 0.911361 -0.945900 -0.796175 -1.696655 0.135580

0.6 0.913531 -0.975351 -1.415360 -2.133091 0.137003

0.5 0.915260 -1.014674 -2.235656 -2.742892 0.143208

0.4 0.916060 -1.039712 -3.250966 -3.614202 0.154108

0.3 0.916414 -1.053681 -4.740118 -5.009507 0.172524

0.2 0.916575 -1.061186 -7.505140 -7.718823 0.207926

0.1 0.916646 -1.064886 -15.509504 -15.687120 0.308561

Òàáëèöà 11. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ n = 11
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Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
0.95 0.924459 -0.967010 -0.044076 -1.245296 0.162210

0.9 0.924460 -0.965742 -0.190855 -1.295977 0.144355

0.8 0.924467 -0.960475 -0.489375 -1.478170 0.126133

0.7 0.924700 -0.958252 -0.828902 -1.777736 0.121104

0.6 0.925895 -0.970589 -1.366626 -2.212890 0.123306

0.5 0.927433 -1.011819 -2.331595 -2.845877 0.130222

0.4 0.928110 -1.037485 -3.273920 -3.748906 0.141919

0.3 0.928389 -1.051006 -4.705468 -5.194292 0.161542

0.2 0.928507 -1.057923 -7.398140 -8.001191 0.199333

0.1 0.928557 -1.061240 -15.147594 -16.257399 0.307317

Òàáëèöà 12. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ n = 13
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�èñ. 27. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé σθθ è σrθ äëÿ ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ äëÿ n = 3
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�èñ. 28. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σrr è èíòåíñèâíîñòè íà-

ïðÿæåíèé σe äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ äëÿ n = 3
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�èñ. 29. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé σθθ è σrθ äëÿ ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ äëÿ n = 13
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�èñ. 30. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σrr è èíòåíñèâíîñòè íà-

ïðÿæåíèé σe äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ äëÿ n = 13

  

�èñ. 31. Ëèíèè ðàâíûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé σe(r, θ)
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�èñ. 32. Ëèíèè ðàâíûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé σe(r, θ)

  

�èñ. 33. Ëèíèè ðàâíûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé σe(r, θ)
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�èñ. 34. Ëèíèè ðàâíûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé σe(r, θ)

  

�èñ. 35. Ëèíèè ðàâíûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé σe(r, θ)
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Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
0.95 -0.30224000 -0.17838613 -0.32726986 0.33594102 0.22794107

0.9 -0.30032000 -0.17807072 -0.36638151 0.25757002 0.29266806

0.8 -0.28609000 -0.19277155 -0.40773063 -0.08847114 0.76923928

0.7 -0.26789000 -0.21510771 -0.42940752 -0.20241990 0.29326170

0.6 -0.26093000 -0.20903335 -0.46689645 -0.24431256 0.20723945

0.5 -0.25233200 -0.19374162 -0.51971346 -0.27003206 0.15753439

0.4 -0.24369800 -0.16813339 -0.58474357 -0.28589563 0.12061844

0.3 -0.23701900 -0.13661385 -0.66110710 -0.30216004 0.09234782

0.2 -0.23247900 -0.09692922 -0.72180731 -0.31593958 0.06727842

0.1 -0.22987230 -0.05108541 -0.76311846 -0.33109678 0.04441395

0.05 -0.22923480 -0.02605873 -0.77363995 -0.33866456 0.03329830

Òàáëèöà 13. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ n = 2

Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
0.95 -0.25900000 0.04629790 -0.55419298 0.72846823 -0.35679279

0.9 -0.25560000 0.04406862 -0.58851966 0.64305199 -0.31327725

0.8 -0.24450000 0.03844407 -0.62048181 0.44863117 -0.21332594

0.7 -0.23350000 0.03360764 -0.63046050 0.25111280 -0.10350409

0.6 -0.22020000 0.01214818 -0.62343451 -0.12080748 0.15205916

0.5 -0.21079000 0.00930530 -0.62654773 -0.17000369 0.10345478

0.4 -0.20527000 0.02336484 -0.63658775 -0.20717906 0.10637036

0.3 -0.20303000 0.04389149 -0.66358299 -0.24807286 0.11989478

0.2 -0.20573000 0.06316817 -0.69754463 -0.29279477 0.13853316

0.1 -0.21570000 0.06967787 -0.75066197 -0.34994818 0.16554296

0.05 -0.22414000 0.05626185 -0.77745018 -0.38772810 0.18452266

Òàáëèöà 14. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ n = 4
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Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
0.95 -0.23620000 0.09228488 -0.64055702 0.80223219 -0.50450593

0.9 -0.23000000 0.08844537 -0.67205912 0.70701434 -0.44223887

0.8 -0.21800000 0.08483824 -0.70096443 0.50555768 -0.31288401

0.7 -0.20880000 0.08294619 -0.70775884 0.31432641 -0.19258038

0.6 -0.19930000 0.06961604 -0.69835863 -0.07508317 0.31168510

0.5 -0.19078000 0.05906719 -0.68862491 -0.13772451 0.08886904

0.4 -0.18870000 0.07168357 -0.69112246 -0.17995932 0.10943686

0.3 -0.19332000 0.09102863 -0.71349880 -0.22787683 0.13820627

0.2 -0.20619500 0.10616627 -0.74878502 -0.28289753 0.17335141

0.1 -0.23041870 0.10484263 -0.83311265 -0.35687923 0.22332722

0.05 -0.24985460 0.08478226 -0.91296933 -0.41029679 0.26107325

Òàáëèöà 15. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ n = 6

Mp λ f ′′(0) f ′′′(0) f ′′(−π) f ′′′(−π)
0.95 -0.22400000 0.11333333 -0.68462687 0.83130874 -0.57265834

0.9 -0.21670000 0.10959383 -0.71535351 0.73222044 -0.50130470

0.8 -0.20540000 0.10745680 -0.74380118 0.52878999 -0.35856813

0.7 -0.19740000 0.10717509 -0.74958474 0.33783813 -0.22750817

0.6 -0.18981000 0.09845337 -0.74042327 0.12604887 -0.07917506

0.5 -0.18176000 0.08236757 -0.72319570 -0.12302450 0.08335711

0.4 -0.18230000 0.09315039 -0.72322888 -0.16798263 0.11174738

0.3 -0.19170000 0.11057837 -0.74628248 -0.21915749 0.14687900

0.2 -0.20987000 0.12286058 -0.78579354 -0.27881899 0.18978795

0.1 -0.23832000 0.11877385 -0.89259541 -0.35953080 0.25064804

0.05 -0.26170350 0.09706907 -1.03515266 -0.41910254 0.29785114

Òàáëèöà 16. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðó-

æåíèÿ â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ n = 8
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�èñ. 36. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σθθ äëÿ n = 6
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�èñ. 37. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σRθ äëÿ n = 6
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�èñ. 38. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σRR äëÿ n = 6
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�èñ. 39. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σθθ äëÿ n = 8



79

-3 -2 1-1 0 2 3

-0.10

0.10

-0.05

0.05

0

n=8

q

s
Rq

0.4
0.3
0.2
0.1

=0.05Mp
---
---
---
---
---

0.95
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5 ---

---
---
---
---
---

0.4

~

�èñ. 40. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σRθ äëÿ n = 8
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�èñ. 41. Óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé σRR äëÿ n = 8
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4.3. Àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î òðåùèíå â ñðåäå

ñ ïîâðåæäåííîñòüþ â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî äå�îð-

ìèðîâàíèÿ (ïëîñêîå íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå). Ïðî-

ìåæóòî÷íàÿ àâòîìîäåëüíàÿ àñèìïòîòèêà. Îñíîâíûå

óðàâíåíèÿ

Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëà ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ñòåïåííîãî çàêîíà

Áåéëè � Íîðòîíà òåîðèè óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè ñ ïðèìåíåíèåì êîíöåïöèè

ý��åêòèâíîãî íàïðÿæåíèÿ:

ε̇ij =
3

2
B

(
σe
ψ

)n−1 sij
ψ
, (4.11)

ãäå ψ � ïàðàìåòð ñïëîøíîñòè, ýâîëþöèîíèðóþùèé â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòåïåííûì

çàêîíîì íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé

dψ

dt
= −A

(
σe
ψ

)m

. (4.12)

Â ñèëó (4.11) ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé

ïîëçó÷åñòè ε̇ij äëÿ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèíèìàþò âèä:

ε̇rθ =
3

2
B

(
σe
ψ

)n−1 σrθ
ψ
, ε̇rr =

1

2
B

(
σe
ψ

)n−1 2σrr − σθθ
ψ

,

ε̇θθ =
1

2
B

(
σe
ψ

)n−1 2σθθ − σrr
ψ

,

(4.13)

ãäå èíòåíñèâíîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

σe =
√
σ2
rr + σ2

θθ − σrrσθθ + 3σ2
rθ.

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ðàçûñêèâàåòñÿ â �îðìå (3.14) � (3.17), ãäå

σ(0)
e = [(λ0 + 1)f0 + f ′′

0 ]
2 + λ20(λ0 + 1)2f 2

0−
− [(λ0 + 1)f0 + f ′′

0 )]λ0(λ0 + 1)f0 + 3λ20f
′2
0 ,

σ(1)
e = f (1)

e /(σ(0)
e )2,

f (1)
e = [(λ0 + 1)f0 + f ′′

0 ][(λ1 + 1)f1 + f ′′
1 ] + λ0(λ0 + 1)λ1(λ1 + 1)f0f1−

− ((λ0 + 1)f0 + f ′′
0 λ1(λ1 + 1)f1 + (λ1 + 1)f1 + f ′′

1 )λ0(λ0 + 1)f0+

+ 3λ0λ1f
′
0f

′
1.

(4.14)
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Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé è ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ïî-

ðÿäêè ìàëîñòè ñëàãàåìûõ, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîÿâëÿþùèõñÿ â ýòîì óðàâíåíèè â

ïðàâîé ÷àñòè îäèíàêîâû, ïîçâîëÿþò ñâÿçàòü ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé â àñèìïòîòè-

÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ �óíêöèè íàïðÿæåíèÿ Ýðè è ïàðàìåòðà ñïëîøíîñòè (3.14):

γ = (λ0−1)m, γk = (λ0−1)m+k(λ1−1). Àíàëèç àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

êîìïîíåíò òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè äàåò âîçìîæíîñòü óñòà-

íîâèòü, ÷òî λ1−λ0 = γ = (λ0−1)m. Îòêóäà ëåãêî íàéòè, ÷òî γk = k(λ0−1)m è

ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà ñêî-

ðîñòåé äå�îðìàöèé ïîëçó÷åñòè âíå îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî (äèñïåð-

ãèðîâàííîãî) ìàòåðèàëà:

ε̇RR(R, θ)= R(λ0−1)nε
(0)
RR(θ)+R(λ0−1)(n+m)ε

(1)
RR(θ)+R(λ0−1)(n+2m)ε

(2)
RR(θ) + ...,

ε̇Rθ(R, θ)= R(λ0−1)nε
(0)
Rθ(θ)+R(λ0−1)(n+m)ε

(1)
Rθ(θ)+R(λ0−1)(n+2m)ε

(2)
Rθ(θ) + ...,

ε̇θθ(R, θ)= R(λ0−1)nε
(0)
θθ (θ)+R(λ0−1)(n+m)ε

(1)
θθ (θ)+R(λ0−1)(n+2m)ε

(2)
θθ (θ) + ...,

(4.15)

ãäå óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ êîì-

ïîíåíò òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè:

ε
(0)
RR(θ) =

1

2
(σ(0)

e )n−1[(1 + λ0)(2− λ0)f0 + 2f ′′
0 ],

ε
(0)
θθ (θ) =

1

2
(σ(0)

e )n−1[(1 + λ0)(2λ0 − 1)f0 − (f0)
′′],

ε
(0)
Rθ(θ) = −3

2
(σ(0)

e )n−1λ0f
′
0,

(4.16)

êîý��èöèåíòû ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè êîìïîíåíò

òåíçîðà ñêîðîñòåé äå�îðìàöèé

ε
(1)
RR(θ) = (σ(0)

e )n−1[2[(1 + λ1)f1 + f ′′
1 ]− λ1(1 + λ1)f1+

+ [(1 + λ0)(2− λ0)f0 + f ′′
0 )f0][(n+ 1)σ(1)

e + ng0]σ
(0)
e ],

ε
(1)
θθ (θ) = (σ(0)

e )n−1
{
2λ1(1 + λ1)f1 − f ′′

1 − (1 + λ1)f1+

+ [(2λ− 1)(1 + λ0)f0 − f ′′
0 ][(n+ 1)σ(1)

e + ng0]σ
(0)
e

}
,

ε
(1)
Rθ(θ) = −3(σ(0)

e )n−1
{
−λ1f ′

1 − λ0f
′
0[(n+ 1)σ(1)

e + ng0]σ
(0)
e

}
.

(4.17)

Èç óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äå�îðìàöèé (2.3) ìîæíî ïîëó÷èòü ñèñòåìó îáûê-

íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëîâûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé êîòîðîé
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äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì fk(θ = ±π) = 0 è f ′
k(θ = ±π) = 0.

×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé íà îòðåçêå [−π, π] ðàçûñêèâàëîñü ñ ïî-
ìîùüþ îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà â ïàêåòå Mathematia V. 5.1.

Íîâîå ïðîìåæóòî÷íî � àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íàïðÿæåíèé â çàäà÷å î

òðåùèíå â ñðåäå ñ ïîâðåæäåííîñòüþ â ñâÿçàííîé ïîñòàíîâêå áûëî íàéäåíî è

êîí�èãóðàöèè îáëàñòåé ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà ïðåäñòàâëåíû íà

ðèñ. 42 � 45, ãäå êðèâàÿ 1 � êîíòóð îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðè-

àëà, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ äâó÷ëåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïàðà-

ìåòðà ñïëîøíîñòè ψ(R, θ) = 1−Rγg(0)(θ), êðèâàÿ 2 � êîíòóð îáëàñòè ïîëíîñòüþ

ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ òðåõ÷ëåííîãî àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïàðàìåòðà ñïëîøíîñòè ψ(R, θ) = 1−Rγg(0)(θ)− Rγ1g(1)(θ).

Òàê æå áûëà ïîñòðîåíà ãåîìåòðèÿ îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìà-

òåðèàëà äëÿ óòî÷íåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà,

ïðèâåäåííîãî â ðàáîòå [57℄ (ðèñ. 46). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî êîí�èãóðàöèè îá-

ëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ äâó÷ëåí-

íîãî è òðåõ÷ëåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ, ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã

îò äðóãà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî êàæäîå ñëåäóþùåå ñëàãàåìîå

àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïàðàìåòðà ñïëîøíîñòè äîëæíî áûòü ëèøü ìà-

ëûì äîïîëíåíèåì ê ïðåäûäóùåìó. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî,

÷òî íîâàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ àñèìïòîòèêà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êîí�èãóðàöèè îá-

ëàñòåé äèñïåðãèðîâàííîãî ìàòåðèàëà, ïîñêîëüêó ïîñòðîåííûå ðàçëîæåíèÿ èìå-

þò àñèìïòîòè÷åñêóþ ïðèðîäó.

4.4. Âûâîäû ïî ÷åòâåðòîé ãëàâå

Ïîñòðîåíû óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé è äå�îð-

ìàöèé âáëèçè êîí÷èêà òðåùèíû äëÿ íîâîé íàéäåííîé àñèìïòîòèêè â óñëîâèÿõ

ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ îïðåäåëÿþò àñèìïòîòèêó äàëüíåãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé â ñâÿçàííîé çàäà÷å

î òðåùèíå â ñðåäå ñ ïîâðåæäåííîñòüþ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâîé àñèìïòîòèêè

äàëüíåãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé ó âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî íàãðó-

æåíèÿ ïîñòðîåíû êîí�èãóðàöèè îáëàñòåé äèñïåðãèðîâàííîãî ìàòåðèàëà. Ïîêà-

çàíî, ÷òî íîâàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ àñèìòîòèêà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êîí�èãóðàöèè
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�èñ. 43. �åîìåòðèÿ îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà äëÿ Mp = 0.5, n = 6
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�èñ. 44. �åîìåòðèÿ îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà äëÿ Mp = 0.7, n = 6
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�èñ. 45. �åîìåòðèÿ îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà äëÿ Mp = 0.9, n = 6
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�èñ. 46. �åîìåòðèÿ îáëàñòè ïîëíîñòüþ ïîâðåæäåííîãî ìàòåðèàëà äëÿ Mp = 0.9, n = 6 äëÿ

àñèìïòîòèêè Õàò÷èíñîíà - �àéñà - �îçåíãðåíà

îáëàñòåé äèñïåðãèðîâàííîãî ìàòåðèàëà ñ ïîìîùüþ äâó÷ëåííîãî è òðåõ÷ëåííîãî

àñèñìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïàðàìåòðà ñïëîøíîñòè: äàííûå îáëàñòè áëèçêè

ïî ñâîåé �îðìå è ðàçìåðàì.
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5. �ëàâà 5. Ìåòîä âîçìóùåíèé (ìåòîä èñêóññòâåí-

íîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà)

5.1. �åøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âîçìóùåíèé (ìåòîäà ìàëîãî

ïàðàìåòðà) â ñëó÷àå ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ

Îäíèì èç ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ, âîçíèêàþùèõ â íåëèíåéíîé ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ìå-

òîä âîçìóùåíèé [1, 91, 129, 150℄. Ïî âñåé âèäèìîñòè, âïåðâûå äàííûé ïîäõîä â

ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííîãî

çíà÷åíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è îò ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ëè-

íåéíîé íåâîçìóùåííîé çàäà÷å, è îò ïîêàçàòåëÿ íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà, áûë

ïðèìåíåí Ì. Àíõåóçåðîì è Ä. �ðîññîì [93℄ äëÿ çàäà÷è àíòèïëîñêîãî ñäâèãà

ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì. Âïîñëåäñòâèè äàííûé ïîäõîä áûë ðàçâèò äëÿ ðåøåíèÿ

íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåé èç çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ

íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû óñòàëîñòíîé òðåùèíû

â ñðåäå ñ ïîâðåæäåííîñòüþ [3, 51℄. Â [93℄ ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä âîçìóùåíèé ïîç-

âîëÿåò ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è â çàìêíóòîé �îðìå. Ïîçäíåå

ýòîò ìåòîä áûë ïðèìåíåí è äëÿ ïðèáëèæåííîé îöåíêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â

íåëèíåéíûõ çàäà÷àõ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âîçíèêàþùèõ â íåëèíåéíîé ìåõà-

íèêå ðàçðóøåíèÿ. Ïîýòîìó äàííûé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ äàëåå. Â öåëîì, ìîæíî

îòìåòèòü âîçðàñòàþùèé èíòåðåñ ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà ê àíàëèòè÷åñêèì

ðåøåíèÿì íåëèíåéíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè [14, 32, 42, 43, 150℄.

Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ êàê �óíêöèè îò ïî-

êàçàòåëÿ íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà n è îò λ0 � ñîáñòâåííîãî ÷èñëà, îòâå÷àþùåãî

ëèíåéíîé çàäà÷å (n = 1), ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ àñèìïòîòè-

÷åñêîé òåîðèè (ìåòîäà âîçìóùåíèé). Ñóòü ýòîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäó-

þùåì ïðåäñòàâëåíèè:

λ = λ0 + ε, (5.1)
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ãäå λ0 ñîîòâåòñòâóåò "íåâîçìóùåííîé" ëèíåéíîé çàäà÷å, ε � îòêëîíåíèå ñîá-

ñòâåííîãî ÷èñëà λ îò ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ0 ïðè èçìåíåíèè n: ε = λ− λ0.

Âìåñòå ñ (5.1), ïîêàçàòåëü íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà n è �óíêöèÿ, îïèñû-

âàþùàÿ óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè (è, ñëåäîâàòåëüíî,

óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé) f(θ), ïðåäñòàâëÿþòñÿ

â ñëåäóþùåì âèäå:

n = 1 + εn1 + ε2n2 + ... =
∞∑

l=0

εlnl, (5.2)

f(θ) = f0(θ) + εf1(θ) + ε2f2(θ) + ... =
∞∑

l=0

εlfl(θ), (5.3)

ãäå f0(θ) � ðåøåíèå ëèíåéíîé "íåâîçìóùåííîé" çàäà÷è (n = 1).

Ïîäñòàâëÿÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ (5.1)�(5.3) â óðàâíåíèå (2.12) è

ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ε, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ �óíêöèè f0(θ) ëåãêî ïîëó÷èòü îäíîðîäíîå ëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äè�-

�åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

f IV
0 + 2(λ20 − 1)f ′′

0 + (λ20 − 1)2f0 = 0, (5.4)

ðåøåíèå êîòîðîãî, ïîä÷èíÿþùååñÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì îòñóòñòâèÿ ïîâåðõ-

íîñòíûõ óñèëèé íà áåðåãàõ òðåùèíû

f0(θ = ±π) = 0, f ′
0(θ = ±π) = 0, (5.5)

â ëèíåéíîé ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ èìåíåì Ì. Óèëüÿìñà

[156, 157℄.

�åøåíèå óðàâíåíèÿ (5.4) íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêè è èìååò âèä:

f0(θ) = B1 cos
[
(λ0 − 1)θ

]
+B2 sin

[
(λ0 − 1)θ

]
+

+B3 cos
[
(λ0 + 1)θ

]
+ B4 sin

[
(λ0 + 1)θ

]
.

(5.6)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ0 ñëåäóåò

èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà áåðåãàõ òðåùèíû (2.7)

sin 2πλ0 = 0, (5.7)
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λ0 = m/2, ãäå m � öåëîå ÷èñëî. Èñïîëüçóÿ íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ ñîáñòâåí-

íîãî çíà÷åíèÿ, ìîæíî îòûñêàòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîñòîÿííûìè èíòåãðèðî-

âàíèÿ Bj

B3m = −m−2
m+2

B1m, B4m = −B2m m = ±1,±3,±5, ... ,

B3m = −B1m, B4m = −m−2
m+2

m = 0, 2,±4,±6... .
(5.8)

Äëÿ ñëó÷àÿ íå÷åòíûõ m ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî

�óíêöèè f0(θ) èìååò âèä (ñ òî÷íîñòüþ äî íåîïðåäåëåííîãî ìíîæèòåëÿ)

f0(θ) = B1{cos[(λ0−1)θ)]−cos[(λ0+1)θ)]}+B2{sin[(λ0−1)θ)]− sin[(λ0+1)θ)]}.
(5.9)

Ñîáèðàÿ êîý��èöèåíòû ïðè ïåðâîé ñòåïåíè ìàëîãî ïàðàìåòðà ε1, ïîëó÷àåì

íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëü-

íî f1(θ):

f IV
1 + 2(λ20 + 1)f ′′

1 + (λ20 − 1)2f1 = −n1
x0(f

IV
0 x0 + ω0)

g0
+

+ 2λ0f
′′
0 − C1

1f
′′
0 + C1

2x0 + 2λ0a0f0,

(5.10)

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ

a0 = 1− λ20, x0 = a0f0 + f ′′
0 , g0 = x20 + 4λ20(f

′
0)

2, C1
1 = 4λ0

[
2 + n1(λ0 − 1)

]
,

ω0 = (x′0)
2 + a0x0f

′′
0 + 4λ20(f

′′
0 )

2 + 4λ20f
′
0f

′′′
0 , C1

2 = 2λ0
[
1 + n1(λ0 − 1)

]
.

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèè f1(θ) �îðìóëèðóþòñÿ êàê

f1(θ = ±π) = 0, f ′
1(θ = ±π) = 0. (5.11)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f1(θ) ïîëó÷åíà êðàåâàÿ çàäà÷à

äëÿ íåîäíîðîäíîãî îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî

ïîðÿäêà (5.10), (5.11). �åøåíèå äàííîé êðàåâîé çàäà÷è áóäåò ñóùåñòâîâàòü, åñ-

ëè âûïîëíåíî íåêîòîðîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè, äëÿ �îðìóëèðîâêè êîòîðîãî

îáû÷íî îáðàùàþòñÿ ê ñîïðÿæåííîé êðàåâîé çàäà÷å [5℄, [39℄.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî

�óíêöèè fk(θ) ïðèíèìàåò âèä [59, 63, 150℄

π∫

−π

u(θ)gk(θ)dθ = 0, (5.12)
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ãäå

u(θ) = f0 (θ) = B1{cos[(λ0 − 1)θ)]− cos[(λ0 + 1)θ)]}+

+B2{sin[(λ0 − 1)θ)]− sin[(λ0 + 1)θ)]},

gk(θ) � ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè fk(θ). Ôîðìóëèðóÿ óñëîâèå ðàçðå-

øèìîñòè äëÿ êðàåâîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî �óíêöèè f1(θ), ìîæíî íàéòè êîý�-

�èöèåíò n1 àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïîêàçàòåëÿ íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðè ðåøåíèè äàííîé êðàåâîé çàäà÷è âîñïîëüçîâàòüñÿ ÷èñ-

ëåííûìè ìåòîäàìè, íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (5.10).

Ñíà÷àëà ðåøåíèå çàäà÷è ðàçûñêèâàåòñÿ íà îòðåçêå [0, π]. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

äëÿ �óíêöèè f0(θ) áóäóò èìåòü âèä:

f0(θ = 0) = 1, f ′
0(θ = 0) = (λ0 + 1)/(tg(πMp/2)),

f ′′
0 (θ = 0) = A1, f ′′′

0 (θ = 0) = A2.
(5.13)

Äëÿ �óíêöèè f1(θ) çàäà÷à Êîøè �îðìóëèðóåòñÿ ñî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

f1(θ = 0) = 0, f ′
1(θ = 0) = 1/(tg(πMp/2)),

f ′′
1 (θ = 0) = A∗

1, f ′′′
1 (θ = 0) = A∗

2,
(5.14)

ãäå ïàðàìåòð ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ Mp
îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.8)

Mp = (2/π)arctg((λ0 + 1)B1/B2).

Íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû A1, A2, A
∗
1, A

∗
2 îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ïî-

âåðõíîñòíûõ óñèëèé íà áåðåãàõ òðåùèíû (5.5).

Íà îòðåçêå [−π, 0] �îðìóëèðóåòñÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (5.10) ñ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ �óíêöèé f0(θ) è f1(θ)

f0(θ = −π) = 0, f ′
0(θ = −π) = 0,

f ′′
0 (θ = −π) = A3, f ′′′

0 (θ = −π) = A4,
(5.15)

f1(θ = −π) = 0, f ′
1(θ = −π) = 0,

f ′′
1 (θ = −π) = A∗

3, f ′′′
1 (θ = −π) = A∗

4.
(5.16)

Íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû A3, A4, A
∗
3, A

∗
4 îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé íåïðåðûâ-

íîñòè ðåøåíèÿ f0(θ) ïðè θ = 0:

f0(θ = 0) = 1, f1(θ = 0) = 0,
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f ′
0(θ = 0) = (λ0 + 1)/(tg(πMp/2)), f ′

1(θ = 0) = 1/(tg(πMp/2)).

Ñîáèðàÿ êîý��èöèåíòû ïðè ε2 â óðàâíåíèè (2.12), ìîæíî ïîëó÷èòü íåîäíî-

ðîäíîå ëèíåéíîå îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

åùå áîëåå ñëîæíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ óðàâíåíèåì (5.10) è èìååò âèä:

g20
[
f IV
2 + 2(λ20 + 1)f ′′

2 + (λ20 − 1)2f2
]
+ g20(−x0 + C2

1f
′′
0 − C2

2x0 + 2λ0C
1
2f0)+

+n1
{
−x0(f IV

0 x0 + ω0)
[
−4λ0f0x0 + 8λ0(f

′
0)

2
]
+

+g0x0
[
−4λx′0f

′
0 − 2λ0a0f0f

′′
0 − 2λ0x0f

′
0 + 8λ0(f

′′
0 )

2 + 8λ0f
′
0f

′′′
0

]
+

+2h0x
′
0

[
−4λ0f0x0 + 8λ0(f

′
0)

2
]
− 2h0x0

[
−2λ0x0f

′
0 − 2λ0f0x

′
0 + 8λ0f

′
0f

′′
0

]
+

+4λ20h0f
′
0

[
−4λ0f0x0 + 8λ0(f

′
0)

2
]
− 2λ0g0f0(f

IV
0 x0 + ω0)−

−2λ0g0f0f
IV
0 x0 + n1h

2
0x0 + 4λ0h

2
0f0 − 4λ0g0h0f

′
0−

−x0(f IV
0 x0 + ω0)

[
2x0x1 + 8λ20f

′
0f

′
1

]
+ g0x

2
0f

IV
1 +

+g0x0[2x
′
0x

′
1 + a0f

′′
0 x1 + a0x0f

′′
1 + 8λ20f

′′
0 f

′′
1 + 4λ20f

′′′
0 f

′
1 + 4λ20f

′
0f

′′′
1 ]+

+2h0x
′
0[2x0x1 + 8λ20f

′
0f

′
1]− 2h0x0[x0x

′
1 + x′0x1 + λ20f

′
0f

′′
1 + 4λ20f

′′
0 f

′
1]+

+4λ20h0f
′
0[2x0x1 + 8λ20f

′
0f

′
1] + g0(f

IV
0 x0 + ω0)x1 + 2h0g0x

′
0−

−2h20x1 + 4λ20h0g0f
′
1 + f IV

0 g0x0x1
}
= 0,

(5.17)

g0 = x20 + 4λ20(f
′
0)

2, h0 = x0x
′
0 + 4λ20f

′
0f

′′
0 , x1 = f ′′

1 + a0f1.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèè f2(θ) íà îòðåçêå [0, π] èìåþò âèä

f2(0) = 0, f ′
2(0) = 0, f ′′

2 (0) = A5, f ′′′
2 (0) = A6. (5.18)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è îòûñêàíèÿ �óíêöèè f2(θ) íà îòðåçêå [−π, 0] �îðìó-
ëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

f2(θ = −π) = 0, f ′
2(θ = −π) = 0,

f ′′
2 (θ = −π) = A∗

5, f ′′′
2 (θ = −π) = A∗

6.
(5.19)

�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (5.17) � (5.18) àíàëèòè÷åñêèì ñïîñîáîì íå ïðåäñòàâ-

ëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïîýòîìó áûëî ðåøåíî èñïîëüçîâàòü èíîé ïîäõîä, à èìåííî,

óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè �îðìóëèðîâàëîñü â õîäå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé

çàäà÷è äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè fk(θ). Äëÿ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà áûë èñïîëüçîâàí

ìåòîä �óíãå � Êóòòû � Ôåëüáåðãà â ïàðå ñ ìåòîäîì ïðèñòðåëêè. Â ðåçóëüòàòå

ðàñ÷åòîâ áûëè íàéäåíû êîý��èöèåíòû n1 è n2 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðà-

ìåòðà ñìåøàííîñòè 0 6 Mp 6 1 äëÿ n = 2. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû

â òàáëèöå 17.
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Mp λ0 = 1/2 λ0 = −1/2

n1 n2 λ n1 n2 λ

Mp = 0.0 4.00000 8.0000000 0.683012 1.3333333 3.0123456 -0.104103

Mp = 0.1 4.00000 7.9997562 0.683013 1.3333333 3.0269835 -0.104718

Mp = 0.2 4.00000 7.9986923 0.683013 1.3333333 3.0701926 -0.106516

Mp = 0.3 4.00000 7.9955185 0.683034 1.3333333 3.1397530 -0.109354

Mp = 0.4 4.00000 7.9867700 0.683076 1.3333333 3.1397530 -0.112999

Mp = 0.5 4.00000 7.9630625 0.683191 1.3333333 3.1397530 -0.117142

Mp = 0.6 4.00000 7.8971870 0.683512 1.3333333 3.4551500 -0.121413

Mp = 0.7 4.00000 7.7042370 0.684462 1.3333303 3.5674200 -0.125416

Mp = 0.8 4.00000 7.1181770 0.687462 1.3334023 3.6780000 -0.129224

Mp = 0.9 4.00014 5.5650000 0.696353 1.3518183 20.151000 -0.307255

Mp = 1.0 4.00000 8.0000000 0.683012 1.3333333 1.1380240 0.019580

Òàáëèöà 17. Âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ n1 è n2 äëÿ λ0 = 1/2 è λ0 = −1/2

Â òàáëèöå 17 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòîâ n1 è n2 îò ïàðàìåòðà

ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ. Êàê âèäíî, êîý��èöèåíò n1 ñëàáî çàâèñèò îò Mp
,

îäíàêî êàê ïîêàçûâàåò òðåòèé ñòîëáåö, çàâèñèìîñòü n2 îòM
p
ñòàíîâèòñÿ ñóùå-

ñòâåííîé, ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ îáðàçöà ñ äå�åêòîì ïðå-

íåáðåãàòü çàâèñèìîñòüþ n îò ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè Mp
íåëüçÿ. ×èñëåííîå

ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîçâîëÿåò

íàéòè çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë � ñòîëáöû 4 è 7 â òàáëèöå 17. Ñðàâíåíèå

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è ïðèáëèæåííîãî, ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàëîãî

ïàðàìåòðà, ïðèâîäèò ê îòíîñèòåëüíîé îøèáêå, ðàâíîé 0.85%.

Òàê æå áûë íàéäåí ðÿä çíà÷åíèé êîý��èöèåíòà n3 äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé

ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè Mp
è λ0 = −1/2:

Mp = 0.1, n3 = 8.83223, Mp = 0.2, n3 = 9.0723675,

Mp = 0.3, n3 = 9.557903, Mp = 0.3, n3 = 10.406663

.
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Íàðÿäó ñ ïðîâåäåííûìè âû÷èñëåíèÿìè áûë íàéäåí ðÿä çíà÷åíèé êîý��è-

öèåíòîâ n1, n2, n3 äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ

Mp
è λ0 = 3/2:

Mp = 0.3, n1 = −4, n2 = 15.73503635, n3 = −63.07088,

Mp = 0.5, n1 = −4, n2 = 14.64218150, n3 = −50.48461.

Ñëåäîâàòåëüíî, áûëî ïîëó÷åíî ïðÿìîå ÷åòûðåõ÷ëåííîå ðàçëîæåíèå Ïóàíêà-

ðå ïîêàçàòåëÿ íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà (â ñîîòâåòñòâèè ñ òåðìèíîëîãèåé ïðè-

íÿòîé â [39℄):

n = 1 + n1ε+ n2ε
2 + n3ε

3 + O
(
ε4
)
. (5.20)

Èç òàáëèöû 17 âèäíî, ÷òî ñìåøàííîå íàãðóæåíèå ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè (ïëà-

ñòèíû) ñ äå�åêòîì âåäåò ê íàðóøåíèþ àñèìïòîòèêè Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �î-

çåíãðåíà, ïîñêîëüêó, åñëè áû ðåøåíèå Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà áûëî

ñïðàâåäëèâûì, êàê óñòàíîâëåíî â [150℄, òî nk = (−1)k/(λ0− 1)k. Íî ðåçóëüòàòû

âû÷èñëåíèé, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå 17 ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñìåøàííîå íàãðóæåíèÿ ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ àñèìïòîòèêè

Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà è íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü âåñü ñïåêòð ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé.
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l0=-0.5

q

f(q)

�èñ. 47. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè Mp = 0.1 è λ0 = −1/2: óãëîâîå

ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè
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-3p/4 -p/2 -p/4 0 p/4 p/2 3 p/4-p p
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�èñ. 48. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè Mp = 0.2 è λ0 = −1/2: óãëîâîå

ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè
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�èñ. 49. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè Mp = 0.3 è λ0 = −1/2: óãëîâîå

ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè
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-3p/4 -p/2 -p/4 0 p/4 p/2 3 p/4-p p
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�èñ. 50. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè Mp = 0.4 è λ0 = −1/2: óãëîâîå

ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè
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�èñ. 51. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè Mp = 0.1 è λ0 = 3/2: óãëîâîå

ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè
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�èñ. 52. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè Mp = 0.3 è λ0 = 3/2: óãëîâîå

ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè

Íà ðèñóíêàõ 47 � 52 ãîëóáûì öâåòîì ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèå f0(θ), çåëå-

íûì öâåòîì � ÷èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.12), (2.13), ñèíèì, ÷åðíûì

è êðàñíûì öâåòîì � äâó÷ëåííîå f(θ) = f0(θ) + εf1(θ), òðåõ÷ëåííîå f(θ) =

f0(θ)+εf1(θ)+ε
2f2(θ) è ÷åòûðåõ÷ëåííîå f(θ) = f0(θ)+εf1(θ)+ε

2f2(θ)+ε
3f3(θ)

àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè f(θ) ñîîòâåòñòâåííî.

Èç ãðà�èêîâ 47 � 52 âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà óäåðæèâàåìûõ ñëà-

ãàåìûõ â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè �óíêöèè f(θ), óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ

ñòðåìÿòñÿ ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà

èñêóññòâåííîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà äîñòàòî÷íî óäåðæèâàòü ÷åòûðå ñëàãàåìûõ â

àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè, ïîñêîëüêó óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè f(θ),

ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ÷ëåííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ, áëèçêî

ê ïðåäåëüíîìó ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ, íàéäåííîìó ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ñåìåéñòâà

�óíãå � Êóòòû.
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5.2. Ìåòîä âîçìóùåíèé. Ñëó÷àé ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî

ñîñòîÿíèÿ

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, îäíèì èç ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä âîçìóùåíèé [5, 91, 129, 130℄, â ðàìêàõ

êîòîðîãî ââîäèòñÿ èñêóññòâåííûé ìàëûé ïàðàìåòð ε = λ − λ0 , ïðåäñòàâëÿþ-

ùèé ñîáîé ðàçíîñòü ìåæäó ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, îòâå÷àþùèì íåëèíåéíîé

çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, è ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì

ëèíåéíîé "íåâîçìóùåííîé" çàäà÷å. Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà ïðè ðå-

øåíèè çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëü íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà n è

�óíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæå-

íèé f(θ), ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå (5.2) � (5.3).

Ïóòåì ïîäñòàíîâêè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (5.2) � (5.3) â íåëèíåéíîå

äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (4.4) è êðàåâûå óñëîâèÿ (4.8) è (4.10) ïîëó÷èì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî �óíêöèé fk(θ):

ε0 : f IV
0 + 2(λ20 + 1)f ′′

0 + (λ20 − 1)2f0 = 0, (5.21)

f0(θ = 0) = 1, f ′
0(θ = 0) = (λ0 + 1)/ tg

(
Mpπ/2

)
, f0(θ = π) = 0, f ′

0(θ = π) = 0,

f0(θ = −π) = 0, f ′
0(θ = −π) = 0, f0(θ = 0) = 1, f ′

0(θ = 0) = (λ0+1)/ tg
(
Mpπ/2

)
;

ε1 : f IV
1 + 2(λ20 + 1)f ′′

1 + (λ20 − 1)2f1 =

− n1
[
x0(f

IV
0 x0/2 + ω0)/2g0 + h0(x

′
0g0 − x0h0 + 3λ20g0f

′
0)/g

2
0

]
−

− 1

2
f ′′
0 [(λ0 − 1)(4λ0 − 1)n1 + 8λ0]−

− 1

2
f0(λ

2
0 − 1)[(λ0 − 1)(4λ0 + 1)n1 + 8λ0],

(5.22)

f1(θ = 0) = 1, f ′
1(θ = 0) = 1/ tg

(
Mpπ/2

)
, f1(θ = π) = 0, f ′

1(θ = π) = 0,

f1(θ = −π) = 0, f ′
1(θ = −π) = 0,

f1(θ = 0) = 1, f ′
1(θ = 0) = (λ0 + 1)/ tg

(
Mpπ/2

)
;
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ε2 : f IV
2 + 2(λ20 + 1)f ′′

2 + (λ20 − 1)2f2 =

− 2g1
[
f IV
1 + 2(λ20 + 1)f ′′

1 + (λ20 − 1)2f1
]
/g0−

− 6λ0[2+n1(λ0−1)]f ′′
1 −(1−2λ0)f

′′
1 +(λ0−1)(1−2λ0)f1+

+ [1+n1(λ0−1)]x1 − λ0(λ0 − 1)(4λ0 + 1)f1 − (2λ0 − 1)[1 + n1(λ0 − 1)]y1−
− 6λ0[n1 + n2(λ0 − 1)]f ′′

1 − 6[1 + n1(λ0 − 1)]f ′′
0 + f ′′

0 − (λ0 − 1)f0+

+ [1 + n1(λ0 − 1)](1− 2λ0)f0 − 2λ0(λ0 − 1)f0+

+ (2λ0 − 1)[1 + n1(λ0 − 1)](4λ0 + 1)f0−
− (2λ0 − 1)[n1 + n2(λ0 − 1)]y0 − [1 + n1(λ0 − 1)]2y0 + [n1 + n2(λ0 − 1)]x0−

− 2g1
{
6[2 + n1(λ0 − 1)]f ′′

0 + (1− 2λ0)f
′′
0 − (λ0 − 1)(1− 2λ0)f0−

− [1 + n1(λ0 − 1)]x0
}
/g0 − [1 + n1(λ0 − 1)](1− 2λ0)f0 − 2λ0(λ0 − 1)f0+

+ (2λ0 − 1)[1 + n1(λ0 − 1)](4λ0 + 1)f0−
− 2g1 {λ0(λ0 − 1)(4λ0 + 1)f0 + (2λ0 − 1)[1 + n1(λ0 − 1)]y0} /g0−
− n2

{
x0g0(f

IV
0 x0/2 + ω0) + 2h0[g0x

′
0 − h0x0 + 3λ20g0f

′
0]
}
/g20−

− n1
[
x0g0(f

IV
1 x0/2 + ω1) + x0g1(f

IV
0 x0/2 + ω0) + g0x1(f

IV
0 x0 + ω0)

]
/g20−

− n1
{
2h0[g0x

′
1 − h0x1 + 3λ20g0f

′
1] + 2h0[g1x

′
0 − h1x0 + 3λ20g1h

′
0]
}
/g20−

− n1
{
6λ0[2 + n1(λ0 − 1)]g0h0f

′
0 − 2h20(1− 2λ0)f0+

+ n1h
2
0x0 + 2g0(1− 2λ0)h0f

′
0

}
/g20−

− n1(1− 2λ0)f0(f
IV
0 x0 + ω0)/g0 − n12h1[g0x

′
0 − h0x0 + 3λ20g0f

′
0]g

2
0,

(5.23)

f2(θ = 0) = 1, f ′
2(θ = 0) = 1/ tg

(
Mpπ/2

)
, f2(θ = π) = 0, f ′

2(θ = π) = 0,

f2(θ = −π) = 0, f ′
2(θ = −π) = 0,

f2(θ = 0) = 1, f ′
2(θ = 0) = (λ0 + 1)/ tg

(
Mpπ/2

)
,

ãäå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

xk = (λ0 + 1)(2− λ0)fk + 2f ′′
k , yk = (λ0 + 1)(2λ0 − 1)fk − f ′′

k ,

uk = (λ0 + 1)fk + f ′′
k , vk = (λ0 + 1)λ0fk, g0 = u20 + v20 = u0v0 + 3λ20f

′2
0 ,

h0 = u0u
′
0 + v0v

′
0 − u′0v0/2− u0v

′
0/2 + 3λ20f

′
0f

′′
0 ,

ω0 = u′20 + u0(λ0 + 1)f ′′
0 + v′20 + v0v

′′
0 − (λ0 + 1)v0f

′′
0 /2− u′0v

′
0−
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−u0v′′0/2 + 3λ20(f
′′2
0 + f ′

0f
′′′
0 ),

g1 = 2u0(u1 + f0) + 2v0[v1 + (2λ0 + 1)f0]− u0[v1 + (2λ0 + 1)f0]−

−v0(u1 + f0) + 6λ0f
′
0(λ0f

′
1 + f ′

0),

h1 = u0(u
′
1 + f ′

0) + u′0(u1 + f0) + v0[v
′
1 + (2λ0 + 1)f ′

0] + v′0[v1 + (2λ0 + 1)f0]+

+3λ0f
′
0(λ0f

′′
1 + f ′′)− u′0[v1 + (2λ0 + 1)f0]/2− u0[v

′
1 + (2λ0 + 1)f ′

0]/2−

−v0(u′1 + f ′
0)/2− v′0(u1 + f0)/2 + 3λ0f

′′
0 (λ0f

′
1 + f ′

0)
′,

ω1 = 2u′0(u
′
1+f

′
0)+u0[(λ0+1)f ′′

1 +f
′′
0 ]+(λ0+1)f ′′

0 (u1+f0)+2v′0[v
′
1+(2λ0+1)f ′

0]+

+v′0[v
′′
1 + (2λ0 + 1)f ′′

0 ] + v′′0 [v1 + (2λ0 + 1)f0]− (λ0 + 1)f ′′
0 [v1 + (2λ0 + 1)f0]/2−

−v0[(λ0 + 1)f ′′
1 + f ′′

0 ]/2− v′0(u
′
0 + f ′

0)− u′0[v
′
1 + (2λ0 + 1)f ′

0]− v′′0(u1 + f0)/2−

−u0[v′′1+(2λ0+1)f ′′
0 ]/2+6λ0f

′′
0 (λ0f

′′
1 +f

′′
0 )+3λ0f

′′′
0 (λ0f

′
1+f

′
0)+3λ0f

′
0(λ0f

′′′
1 +f ′′′

0 ).

�åøåíèå ëèíåéíîãî îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñè-

òåëüíî �óíêöèè f0(θ) (5.21), óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì îòñóòñòâèÿ

ïîâåðõíîñòíûõ óñèëèé, äëÿ íîðìàëüíîãî íàãðóæåíèÿ ïëàñòèíû (äëÿ òðåùèíû

îòðûâà) èìååò âèä:

f I
0 (θ) = β cosαθ − α cos βθ,

ãäå α = λ0 − 1, β = λ0 + 1.

Äëÿ ÷èñòîãî ñäâèãà (òðåùèíû ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà):

f II
0 (θ) = sinαθ − sin βθ,

ãäå ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêî-

ãî óðàâíåíèÿ sin 2πλ0 = 0, îòêóäà λ0 = m/2, ãäå m � öåëîå ÷èñëî.

Ïðè ñìåøàííîì íàãðóæåíèè îáðàçöà ñ òðåùèíîé â ñèëó ëèíåéíîñòè "íåâîç-

ìóùåííîé" çàäà÷è ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ ñèììåòðè÷íîé è

àíòèñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ëèíèè ïðîäîëæåíèÿ äå�åêòà ÷àñòåé ðåøåíèÿ

f0(θ) = C1(β cosαθ − α cos βθ) + C2(sinαθ − sinβθ), (5.24)

ãäå ïîñòîÿííûå C1 è C2 ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

Mp =
2

π
arctg[(λ0 + 1)C1/C2].
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Çàäà÷à íóëåâîãî ïîðÿäêà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå (5.24), ïîýòîìó íåîä-

íîðîäíûå çàäà÷è äëÿ �óíêöèé f1(θ) è f2(θ) (5.22) (5.23) áóäóò èìåòü ðåøå-

íèÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè áóäóò óäîâëåòâîðåíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè

[129, 130℄. Òàêèì îáðàçîì, åñëè îäíîðîäíàÿ çàäà÷à èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå

ðåøåíèå (ò.å. çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ0 íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç ñîáñòâåííûõ

÷èñåë îäíîðîäíîé çàäà÷è), òî íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

ïðè ëþáîé íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòè Gk(θ) äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ îò-

íîñèòåëüíî �óíêöèè fk(θ), k > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïàðàìåòð λ0 ðàâåí

êàêîìó-íèáóäü ñîáñòâåííîìó ÷èñëó îäíîðîäíîé çàäà÷è (ò.å. îäíîðîäíàÿ çàäà-

÷à èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå), íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à ðàçðåøèìà ëèøü ïðè

ñëåäóþùèì óñëîâèè ïðè óñëîâèè îðòîãîíàëüíîñòè �óíêöèè Gk(θ) ñîáñòâåííîé

�óíêöèè u(θ), îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ0 [129, 130℄:

π∫

−π

Gk(θ)u(θ)dθ = 0. (5.25)

Ýòîò ðåçóëüòàò ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå òåîðåìû, îáû÷íî íàçûâàåìîé àëüòåð-

íàòèâíîé Ôðåäãîëüìà [129, 130℄. Äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè äëÿ

êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (5.22) ìîæíî âîñïîëüçîâàòü-

ñÿ ïîäõîäîì, ðåàëèçîâàííûì â [61, 59, 147, 150℄, è ïîêàçàòü, ÷òî êðàåâàÿ çà-

äà÷à (5.22) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé, ïîñêîëüêó äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå è êðàåâûå óñëîâèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è ñîâïàäàþò ñ äè��åðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèåì è êðàåâûìè óñëîâèÿìè îäíîðîäíîé çàäà÷è (5.21). Òàêèì îáðàçîì,

u(θ) = f0(θ), ãäå �óíêöèÿ f0(θ) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (5.24). Óñëîâèå ðàç-

ðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (5.22) èìååò âèä

π∫

−π

G1(θ)f0(θ)dθ = 0,

èëè â ðàçâåðíóòîé �îðìå

π∫

−π

{
− n1

[
x0(f

IV
0 x0/2 + ω0)/2g0 + h0(x

′
0g0 − x0h0 + 3λ20g0f

′
0)/g

2
0

]
−

f ′′
0 [(λ0 − 1)(4λ0 − 1)n1 + 8λ0]/2−

− f0(λ
2
0 − 1)[(λ0 − 1)(4λ0 + 1)n1 + 8λ0]/2

}
f0(θ)dθ = 0.

(5.26)
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Èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ �óíêöèè f1(θ) (5.26) ìîæíî íàé-

òè êîý��èöèåíò n1. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà n1 äëÿ ðàçëè÷íûõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ ñâåäåíû â òàáëèöó 18. Ïîñëå ðå-

øåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî �óíêöèè f1(θ), ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê èí-

òåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè f2(θ). Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäå-

íèÿ, ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è äëÿ �óíê-

öèè f2(θ) è ïîëó÷èòü ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäóþùåãî êîý��èöèåíòà n2

àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïîêàçàòåëÿ íåëèíåéíîñòè ìàòåðèàëà. Âû÷èñëåí-

íûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà n2 ïðèâåäåíû â òàáëèöå 18.

Òàáëèöà 18. Êîý��èöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïîêàçàòåëÿ íåëèíåéíîñòè ìàòå-

ðèàëà

Mp λ0 = 1/2 λ0 = −1/2

n1 n2 n1

Mp = 0.0 4.000000 8.000000 1.2382542

Mp = 0.1 4.007088 7.999954 1.2376680

Mp = 0.2 4.028722 7.978646 1.2361515

Mp = 0.3 4.065772 7.941876 1.2336330

Mp = 0.4 4.118594 7.804045 1.2301870

Mp = 0.5 4.184135 7.749316 1.2260180

Mp = 0.6 4.249098 7.600224 1.2215020

Mp = 0.7 4.279336 7.577773 1.2171440

Mp = 0.8 4.224060 7.926086 1.2135000

Mp = 0.9 4.084774 7.958755 1.2190000

Mp = 1.0 4.000000 8.000000 1.2220000

Íà ðèñóíêàõ 53 � 56 ãîëóáûì öâåòîì ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèå f0(θ), çåëåíûì

öâåòîì � ÷èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.12), (2.13), ñèíèì è êðàñíûì

öâåòîì � äâó÷ëåííîå f(θ) = f0(θ)+εf1(θ) è òðåõ÷ëåííîå f(θ) = f0(θ)+εf1(θ)+

ε2f2(θ) àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè f(θ) ñîîòâåòñòâåííî.
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�èñ. 53. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè Mp = 0.1 è λ0 = −1/2: óãëîâîå

ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè
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�èñ. 54. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè Mp = 0.2 è λ0 = −1/2: óãëîâîå

ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè
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�èñ. 55. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè Mp = 0.3 è λ0 = −1/2: óãëîâîå

ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè
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�èñ. 56. �åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè Mp = 0.4 è λ0 = −1/2: óãëîâîå

ðàñïðåäåëåíèå �óíêöèè íàïðÿæåíèé Ýðè
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Èç ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ñìåøàííîå

íàãðóæåíèå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ îñîáåííîñòè ïîëÿ íàïðÿæåíèé ó âåðøèíû

òðåùèíû â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. �àíåå áûëî óñòàíîâ-

ëåíî [59, 61, 147℄, ÷òî äëÿ òðåùèí íîðìàëüíîãî îòðûâà è ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà

nk = (−1)k+1/(λ0 − 1)k+1
è àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä äëÿ n â âûðàæåíèÿõ (5.2)

ìîæåò áûòü ïðîñóììèðîâàí, ïîñêîëüêó äàííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñóììó áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ëåãêî íàéòè, ÷òî

n = −λ/(λ + 1) èëè λ = n/(n + 1), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷åñêîìó ðåøå-

íèþ Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà. Ïðèâåäåííûå â òàáëèöå 18 ðåçóëüòàòû

ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ ïîêà-

çûâàþò, ÷òî ñìåøàííîå íàãðóæåíèå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ îñîáåííîñòè ïîëÿ

íàïðÿæåíèé ó âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìåøàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ â

ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿ î ðåàëèçàöèè ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòà n1 áûë áû ðàâåí n1 = 4 äëÿ âñåõ

çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ Mp
. Ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííî-

ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ

â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî ñî-

ñòîÿíèÿ ïðèíèìàþò, ÷òî õàðàêòåð îñîáåííîñòè ïîëÿ íàïðÿæåíèé ñîâïàäàåò ñ

ñèíãóëÿðíîñòüþ ïîëÿ íàïðÿæåíèé ðåøåíèÿ Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà

(ò.å. ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è è ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî λ = n/(n + 1) è ïðèíÿòîå ïðåäïîëîæåíèå, ïðèâîäÿùåå ê íåïðåðûâíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, ïîäòâåðæäàåòñÿ ïîëó÷åííûì ðåøå-

íèåì [82℄). Â ñëó÷àå ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ òàêîå ïðåäïîëîæåíèå,

êàê ïîêàçûâàåò ïðîâåäåííûé àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç, ïðèíÿòî áûòü íå ìîæåò

è ñëåäóåò ðàçûñêèâàòü ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êàê ÷àñòü ðåøåíèÿ.

5.3. Âûâîäû ïî ïÿòîé ãëàâå

Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà äàåò ý��åêòèâíûé ñïîñîá âû÷èñ-

ëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëå-

äóþùåé èç ïðîáëåì íåëèíåéíîé ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. Ìåòîä èñêóññòâåííîãî

ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîçâîëÿåò íàéòè âåñü ñïåêòð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è,

êîòîðûå ìîãóò áûòü óòî÷íåíû ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Îäíàêî ÷èñ-
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ëåííîå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ïîñðåäñòâîì ìåòîäà �óíãå � Êóòòû � Ôåëüáåðãà â

ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì ïðèñòðåëêè, äëÿ ðåàëèçàöèè êîòîðîãî î÷åíü âàæíî çíàòü

íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, áåç êîòîðîãî ïîèñê ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîïðÿæåí ñ

áîëüøèìè âðåìåííûìè è âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè. Â ýòîé ñâÿçè îáúåäèíå-

íèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ïîäõîäîì äàåò âîçìîæíîñòü áûñò-

ðîãî è ý��åêòèâíîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ÿñíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ñìåøàííîå äå�îðìèðîâàíèå ïðèâî-

äèò ê íîâîé àñèìïòîòèêå ïîëÿ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû è,

êàê óñòàíîâëåíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé, â ñëó÷àå ñìåøàííîãî

íàãðóæåíèÿ àñèìïòîòèêà Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà íàðóøàåòñÿ.
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Çàêëþ÷åíèå

Èòîãè âûïîëíåííîãî èññëåäîâàíèÿ

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä îòûñêàíèÿ âñåãî ñïåêòðà ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé â íåëèíåéíîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåé èç

ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû

òðåùèíû â ìàòåðèàëå ñî ñòåïåííûìè îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè â óñëîâè-

ÿõ ñìåøàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ. Íàéäåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûå îò

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îòâå÷àþùèõ çàäà÷å Õàò÷èíñîíà � �àéñà � �îçåíãðåíà

â óñëîâèÿõ ïëîñêîãî äå�îðìèðîâàííîãî è ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ.

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àñèìïòîòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ

çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùèõ èç ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ íàïðÿ-

æåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ó âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ ñìå-

øàííîãî íàãðóæåíèÿ â ïîëíîì äèàïàçîíå âèäîâ ñìåøàííîãî äå�îðìèðîâàíèÿ

îò íîðìàëüíîãî îòðûâà äî ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä ìàëîãî

ïàðàìåòðà äàåò ý��åêòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåëè-

íåéíîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñëåäóþùåé èç ïðîáëåì íåëèíåéíîé

ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñìåøàííîå äå�îðìèðîâàíèå ïëàñòèíû ñ

äå�åêòîì ïðèâîäèò ê íîâîìó êëàññó íåëèíåéíûõ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-

íèÿ, ïîñêîëüêó àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ñëó÷àå ñìåøàííîãî íàãðó-

æåíèÿ íà÷èíàåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò ïàðàìåòðà ñìåøàííîñòè íàãðóæåíèÿ.

Ïîñòðîåíû óãëîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé è äå�îðìà-

öèé âáëèçè êîí÷èêà òðåùèíû äëÿ íîâîé íàéäåííîé àñèìïòîòèêè. Ïîêàçàíî, ÷òî

ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþò àñèìïòîòèêó äàëüíåãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé

â ñâÿçàííîé çàäà÷å î òðåùèíå â ñðåäå ñ ïîâðåæäåííîñòüþ.Ñ èñïîëüçîâàíèåì

íîâîé àñèìïòîòèêè äàëüíåãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé ó âåðøèíû òðåùèíû â óñëîâèÿõ

ñìåøàííîãî íàãðóæåíèÿ ïîñòðîåíû êîí�èãóðàöèè îáëàñòåé äèñïåðãèðîâàííîãî

ìàòåðèàëà.

�åêîìåíäàöèè, ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè òåìû

Öèêë ðàáîò Þ.Í. �àáîòíîâà, îòêðûâøèéñÿ ñòàòüåé [46℄, âìåñòå ñ ðàáî-

òàìè Ë.Ì. Êà÷àíîâà [28, 29, 30℄ ïîëîæèë íà÷àëî öåëîìó íàïðàâëåíèþ ìåõàíè-

êè äå�îðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà � êîíòèíóàëüíîé ìåõàíèêå ïîâðåæäåííîñòè.

Êîíòèíóàëüíàÿ ìåõàíèêà ïîâðåæäåííîñòè äàåò �åíîìåíîëîãè÷åñêîå îïèñàíèå
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ýâîëþöèè ðàññåÿííûõ äå�åêòîâ � ìèêðîòðåùèí, ÷èñëî êîòîðûõ â ëþáîì ýëå-

ìåíòàðíîì îáúåìå ïðåäïîëàãàåòñÿ âåñüìà áîëüøèì, ÷òî ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü

ýòîò ïðîöåññ ñ ïîìîùüþ îñðåäíåííîãî ïàðàìåòðà � ïîâðåæäåííîñòè. Ýòîò ïîä-

õîä â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå áûë ðàçðàáîòàí â äóõå ðàöèîíàëüíîé ìåõàíèêè

ñïëîøíûõ ñðåä è ïðèîáðåë ñòðîãóþ �îðìó, â êîòîðîé ïîâðåæäåííîñòü âûñòó-

ïàåò â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïàðàìåòðà [47, 48, 49℄.

Îñíîâûâàÿñü íà ïðèâåäåííîì â ïåðâîé ãëàâå îáçîðå íàó÷íîé ëèòåðàòóðû,

êîòîðûé, áåçóñëîâíî, íå ìîæåò áûòü èñ÷åðïûâàþùèì ââèäó îãðîìíîãî êîëè-

÷åñòâà íàïðàâëåíèé, èñïîëüçóþùèõ ïðåäñòàâëåíèÿ ìåõàíèêè ïîâðåæäåííîñòè,

ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî òåîðåòè÷åñêîå ðàçâèòèå èäåé è ïðåäñòàâëåíèé êîíòèíó-

àëüíîé ìåõàíèêè ïîâðåæäåííîñòè áóäåò èäòè ïî ïóòè ñîçäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé íà ìàêðî, ìåçî� è ìèêðîóðîâíÿõ: ïðîöåññ íà-

êîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ìíîãîìàñøòàáíûì è ìíîãîóðîâíåâûì. Â ýòîì

íàïðàâëåíèè íåïîëíàÿ àâòîìîäåëüíîñòü (èëè àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå âòîðîãî

ðîäà) ÿâëÿåòñÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìíîãîîáåùàþùèì ñðåäñòâîì â

ïîíèìàíèè ìíîãîìàñøòàáíûõ ÿâëåíèé è âîçíèêàþùåì ñåé÷àñ èñêóññòâå ðåøå-

íèÿ òàêèõ çàäà÷ íà êîìïüþòåðå. Íàïðèìåð, â [60℄ íà îñíîâå àâòîìîäåëüíîãî

ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé â òâåðäîì òåëå è ââå-

äåíèÿ àâòîìîäåëüíîé ïðîìåæóòî÷íîé àñèìïòîòèêè ïîëó÷åí çàêîí ñêåéëèíãà

íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé.

Ïî âñåé âèäèìîñòè, ðàçâèòèå ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ìåõàíèêè ïîâðå-

æäåííîñòè áóäåò èäòè ïî ïóòè ðàçðàáîòêè êîìïëåêñà âû÷èñëèòåëüíûõ ïðî-

ãðàìì, ïîçâîëÿþùèõ îöåíèòü íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå â ýëå-

ìåíòàõ êîíñòðóêöèè; îïðåäåëèòü êîí�èãóðàöèþ çîí ëîêàëèçàöèé íåîáðàòèìûõ

äå�îðìàöèé è çîí àêòèâíîãî íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé, ÷òî äàñò âîçìîæíîñòü

îïòèìèçèðîâàòü ìàññîãàáàðèòíûå õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé è ïî

ïóòè ðåàëèçàöèè èìèòàöèîííîãî (êîìïüþòåðíîãî) ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé äëÿ ìîäåëüíûõ è èñïîëüçóåìûõ

â òåïëîýíåðãåòèêå, àâèà è àâòîìîáèëåñòðîåíèè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, ÷òî ïîç-

âîëèò âûðàáîòàòü è ñ�îðìóëèðîâàòü êðèòåðèè ðàçðóøåíèÿ, ó÷èòûâàþùèå èç-

ìåíåíèå ñâîéñòâ ìàòåðèàëà â ïðîöåññå ðàáîòû ýëåìåíòà êîíñòðóêöèè, äàòü ñî-

âðåìåííûå âàðèàíòû ðåìîíòíûõ òåõíîëîãèé.



107

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííûå â íàñòîÿùåé äèññåðòàöèè ìîäåëè è àâòîìî-

äåëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷ îòûñêàíèÿ íàïðÿæåííî � äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ

ó âåðøèíû òðåùèíû ìîãóò áûòü ïîëåçíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî � äå�îð-

ìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â îáðàçöàõ ñ òðåùèíàìè ðåàëüíîé ãåîìåòðèè â ïîëíîì

äèàïàçîíå ñìåøàííûõ �îðì äå�îðìèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì ïðîöåññîâ íàêîïëåíèÿ

ïîâðåæäåíèé è �îðìóëèðîâêè êðèòåðèåâ ðàçðóøåíèÿ, ó÷èòûâàþùèõ ïðîöåññû

íàêîïëåíèÿ ïîâðåæäåíèé â õîäå ýêñïëóàòàöèè ðåàëüíûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóê-

öèé.
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